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2.1

INTRODUCCION

Las vibraciones mecéanicas se refieren a la oscilacion de un cuerpo o un sistema
mecénico alrededor de su posicién de equilibrio. Algunas vibraciones son deseables,
como por ejemplo el movimiento pendular que controla el movimiento de un reloj, o
la vibracion de una cuerda de un instrumento musical. En cambio en muchas
aplicaciones mecénicas no se desea la presencia de las vibraciones. Asi por ejemplo la
vibracion excesiva de maquinas y estructuras puede ocasionar que se aflojen las
uniones y las conexiones llegando en algunos casos a producir el colapso de la
estructura.

El estudio de las vibraciones es muy amplio de tal manera que existe un conjunto de
publicaciones e investigaciones destinados al tema. Nuestra intencidn en este trabajo
es presentar los principios basicos de las vibraciones que deben ser entendidos por los
alumnos de ciencias e ingenieria y que sirven de base para el estudio de otros cursos
de su especialidad. En este sentido solo estudiaremos las vibraciones con un solo
grado de libertad, es decir aquel movimiento en el cual la posicion se puede expresar
con una sola coordenada por ejemplo x, 0 y en la figura 2.1a, 0 2.1b y por 6 en el
movimiento pendular figura 2.1c.

(a) (b) ()

Figura 2.1. Vibraciones mecanicas con una solo grado de libertad.

Las dos componentes béasicas en toda vibracion son la masa y la fuerza recuperadora.
Esta Gltima que con frecuencia es proporcionada por un mecanismo elastico, tiende a
regresar a la masa a su posicién de equilibrio cuando ella es separada de dicha
posicion y liberada. En forma general las vibraciones se clasifican en vibraciones
libres y vibraciones forzadas. Las primeras son originadas y mantenidas por fuerzas
elasticas o las gravitatorias y las segundas son producidas por fuerzas periodicas
aplicadas exteriormente.

Las vibraciones libres y forzadas se dividen a su vez en amortiguadas y sin
amortiguamiento. Cuando las fuerzas que se oponen a la fuerza recuperadora son
despreciables se dice que la vibracion es sin amortiguamiento. Cuando las fuerzas
como el rozamiento del tipo viscoso no es despreciable se denominan vibracion con
amortiguamiento

Es sabido que en todo sistema real estd presente las fuerzas disipativas como el
rozamiento que tiende a extinguir la vibracién. Sin embargo, en muchos sistemas la
pérdida de energia debido al rozamiento es tan pequefia que a menudo pueden ser
despreciables resultando entonces una vibracién libre.
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2.2

VIBRACIONES LIBRES NO AMORTIGUADAS DE UNA PARTICULA.

Consideremos una particula de masa sujeta a un resorte ideal de rigidez k tal como se
muestra en la figura 2.2. Si el movimiento descrito por m es vertical, la vibracion es de
un solo grado de libertad. Cuando m esta en equilibrio estético, las fuerzas que actdan
sobre ella son el peso, W = mg y la fuerza elasticaF, =koy. Si se aplica las

ecuaciones de equilibrio al DCL, se tiene
Y F, =0
mg —ko, =0 (2.1)

Si ahora se desplaza a m un desplazamiento x, menor que ds desde la posicion de
equilibrio y se suelta sin velocidad inicial la particula se movera hacia arriba y hacia
abajo alrededor de la posicion de equilibrio generando de esta forma una vibracion
libre.

Para determinar las ecuaciones que gobiernan a la vibracion consideremos a la
particula en una posicion arbitraria x medida a partir de la posicion de equilibrio como
se muestra en la figura 2.2b,

T=l{x55t+.\‘)
[

] 4 A
L X
Unstretched ) I :A ko Equilibrium L ¢
st g me —
> &) = ()
.- ez W |
Equilibrium ma=m¥
X7 +
(a) LA )
Figura 2.2. Diagrama de cuerpo libre de m: (a) en equilibrio estatico y (b) en
movimiento.

Del diagrama de cuerpo libre y cinético se observa gque la ecuacién de movimiento de
la masa es

Z F, =ma,
mg — k(S + X)=mx (2.2)

Al remplazar la ecuacion (1) en (2), resulta
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mx +kx=0 (2.3)*
El movimiento definido por la ecuacion (3)* se conoce como movimiento arménico

simple y se caracteriza por que la aceleracién es proporcional y de sentido opuesto al
desplazamiento. También se puede escribir en la forma

X+w,x=0 (2.4)

En donde wn, se denomina frecuencia natural circular o pulsacién natural, y se expresa

o, = \F (2.5)
m

La solucion de la ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes dada por la ecuacion (2.4) es de la forma

x = Asen(w,t)+ Bcos(e,t) (2.6)
Donde A y B son constantes que se determinan de las condiciones iniciales.

A veces es mas conveniente escribir la ecuacion (2.6) en una forma alternativa dada
por

X = X, sen(w,t + @) 2.7)
La velocidad y la aceleracién estan dadas por

V=X = X0, Cos(@,t + ) (2.8)

a=X=-x,o sen(o,t+¢) (2.9)

La gréfica de la posicion x en funcién del tiempo t muestra que la masa m oscila
alrededor de su posicion de equilibrio. La cantidad xn, se le denomina amplitud de la
vibracion, y el angulo ¢ se denomina angulo de fase. Como se muestra en la figura
2.3, 1 es el periodo de la vibracion, es decir el tiempo que tarda un ciclo.

=2 o M (2.10)

@, k

La frecuencia natural de vibracion que representa el nimero de ciclos descritos por
unidad de tiempo esta dada por

f=2 Ll (2.11)
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Figura 2.3. Gréfica desplazamiento en funcion del tiempo para una
oscilacion libre

2.2.1 Péndulo simple.

Un péndulo simple se define como una particula de masa m suspendida de un
punto fijo por medio de una cuerda de longitud | y de masa despreciable (figura
2.4). Si la particula se desplaza un angulo 6y de su posicion de equilibrio y
luego se suelta, el péndulo oscilard simétricamente respecto a su posicion de
equilibrio.

Figura 2.4. Peéndulo simple: (a) Instalacion y (b) Diagrama de cuerpo libre.

Aplicando las ecuaciones de movimiento al DCL de la masa m resulta.
2 F =ma

—mgsend = mlé§
9+?sm0:0 (2.12)

Para angulos pequefios, sené ~ 8, donde 6 se expresa en radianes. Entonces la
ecuacion (12), se escribe en la forma

9+?9=0 (2.13)
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2.2.2

Por tanto, el péndulo describe un movimiento arménico simple de frecuencia

circular dada por
o, = \E (2.14)

El periodo de la vibracion pendular se expresa en la forma

T=21 I (2.15)

g

Péndulo compuesto.

Un péndulo compuesto es un cuerpo de dimensiones finitas que oscila
alrededor de un eje horizontal fijo que pasa por un punto del cuerpo debido a la
accion de la fuerza gravitacional (peso). El cuerpo rigido oscilara en un plano
vertical cuando se le separe de su posicion de equilibrio un angulo 6y y se
suelte. Para determinar las ecuaciones que gobiernan a este movimiento
consideremos un cuerpo de forma arbitraria tal como se muestra en la figura
2.5 en donde ZZ’ es un eje horizontal y C es su centro de masa situado a una
distancia b del punto de oscilacion O.

Figura 2.5. Diagrama esquematico de un péndulo fisico
Para una posicion angular 0, respecto a la vertical las fuerzas que actiian sobre

el s6lido son su peso mg y la reaccion en el punto de oscilacion. Aplicando las
ecuaciones de movimiento al diagrama se encuentra

D M=l
—mgbsend = 1,0 (2.16)

Donde lo es el momento de inercia del cuerpo con respecto al punto O y 6 es la
aceleracion angular, el signo menos se debe a que el peso produce un momento
de restitucion. Para angulos pequefios, sené ~ @, entonces la ecuacion (16) se
escribe

lod +mghd =0 (2.17)
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2.2.3

La ecuacion (2.17) es la ecuacion diferencial de un MAS vy la solucion de la
ecuacion diferencial es de la forma

6 = ,sen(w,t + ) (2.18)

Por tanto, el péndulo describe un movimiento armoénico simple de frecuencia

circular dada por
o, = |M9L (2.19)
IO

El periodo de la vibracion pendular se expresa en la forma

reor | o (2.20)
mgb

Por otro lado el momento de inercia con respecto al punto de oscilacion se
puede expresar utilizando el teorema de los ejes paralelos en funcion del
momento de inercia con respecto al centro de masa, esto es

lo =l +mb? (2.21)

Teniendo en cuanta la definicion de radio de giro, K =. /I /m, la ecuacion
anterior se puede escribir

lo = mKZ +mb? (2.22)
Al remplazar la ecuacion (2.22) en la ecuacion (2.20) se obtiene

mK¢ +mb?
mgb

2 2
r=2r /Kczb (2.23)*
g

Esta ecuacion es muy importante porque nos permite determinar en el
laboratorio la aceleracion de la gravedad y el radio de giro del péndulo fisico.

T=27

Péndulo de torsion.

Este péndulo esta constituido por un cuerpo rigido soportado por un eje en la
forma indicada en la figura 2.6. Si el angulo de torsion es pequefio y el sistema
inicia su movimiento desde el reposo, los esfuerzos desarrollados en el eje
producen y mantienen un movimiento angular armoénico simple. Suponga que
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el movimiento vibratorio del cuerpo B se iniciara induciendo en el péndulo el
angulo de torsion 0, pequeio y liberandolo a continuacion.

— o d

¢

Figura2.6. Representacion de un péndulo de torsion
En la mecénica de materiales se demuestra que si no se excede el limite de
proporcionalidad del material de un eje macizo circular, el momento de torsion

que se aplica al eje es proporcional al angulo de torsion y se determina
mediante la ecuacion.

M =

2
'F;_Gg ™G (2.24)

Donde Ip = mr’/2, es el momento polar de inercia del &rea de la seccién
transversal del eje macizo, G es el modulo de rigidez del material, L es la
longitud del eje y 6 es angulo de torsion.

La ecuacion que describe el movimiento de éste péndulo es

M, =1«

Al remplazar el valor del momento de torsion en esta ecuacion, resulta
1,6 +k6=0 (2.25)

La ecuacion (2.25) indica que el movimiento es angular y arménico con una
frecuencia circular natural dada por

4
o, = k _ |G (2.26)
1, 2L,

El periodo de la vibracion pendular se expresa en la forma

2L1,

lar's @20

T=217
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Ejemplo 2.1. Una charola A estd unida a tres
resortes como se muestra en la figura. El periodo de
vibracion de la charola vacia es de 0,75 s. Después
de que el resorte central C se ha suprimido se
observa que el periodo es de 0,9 s. Si se sabe que la
constante del resorte central es 100 N/m. Determine
la masa m de la charla.

Solucion

En la figura (a) se muestra el DCL de la charola en posicién de equilibrio y en (b)
el DCL de la charola A para una posicion fuera del equilibrio.

L, ¥ | L, v T|
ka B ke 8. ko 8, ke (8, + y) ke (B +y) Ko (Bt y)
(@ (b)

Aplicando las ecuaciones de equilibrio a (a), se tiene

—
L
—
—
=]

Y F,=0=>mg—(k; +k. +ky)5, =0 (1)
Aplicando las ecuaciones de movimiento a (b) resulta
VY F =ma, = mg—(k; +ke +kp) (5, +y)=my )
Remplazando la ecuacion (1) en la ecuacion (2), obtenemos
my + (kg +ke +k,)y=0 (3)

La ecuacion (c) es la ecuacion diferencial de un M.A.S con frecuencia circular

. /kB+kC+kD @)
m

M
27\ kg + K +Kp

El periodo de vibracion sera

(5)
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Remplazando el valor de kc se tiene

1 m
T,=— (6)
27\ kg +100N /m+k,
Cuando no existe el resorte C, el periodo es

1 m

=
227w \kg +kp

(")

Dividiendo las ecuaciones (5) y (6) resulta

T_Z_\/k8+lOON Im+kg

T, Kg +Kp
0,9  [ky+k,+100N/m
0,75 ks +Kp

kg +ky =227,27N /m
Remplazando esta Ultima expresién en la ecuacién

1 [m
2\ 227,27
m=4,66 kg Rta

0,9

Ejemplo 2.1. Una barra de 0,8 m de longitud y 60
N de peso se mantiene en posicion vertical

mediante dos muelles idénticos cada uno de los s VFV\/’{/\/\ Y
cuales tiene una constante k igual a 50 000 N/m. A
¢Qué fuerza vertical P hard que la frecuencia
natural de la barra alrededor de A se aproxime a un . -
valor nulo para pequefias oscilaciones. —— |[FYWW—

02m

A

o0

En la figura (a) se muestra el DCL de la barra en posicion de equilibrio y en (b) el
DCL de la barra para una posicion (0) fuera del equilibrio.
P

Fig

...._.1_

0.8 m
* W
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Aplicando la segunda condicién de equilibrio se tiene
> M, =0=-k,5,(0,2)+ks, (0,8)=0 (1)
Aplicando la segunda ley de newton para el movimiento de rotacion de la varilla

dM,=la

k,(3,—%,)(0,2cos0)—k, (5, +x )(0,8cos &) +W (0,4send)+P(0,8send)=1,6 (2)

Para ngulos pequefios cos& =1 vy sené =@, entonces la ecuacion (2) se escribe

K, (8, —%,)(0,2)—k (3, +x)(0,8)+W (0,40)+P(0,80)=1,0 3)
Remplazando la ecuacion (1) en (2), resulta

—k, (%,)(0,2)—k; (x)(0,8)+W (0,40)+P(0,80) = 1,0

—k, (0,26)(0,2)—k, (0,86)(0,8)+W (0,46)+P(0,80) = 1,0
Teniendo en cuenta que k, =k, =k y 1, :%ml2 , resulta

k(0,040)—k (0,640)+W (0,40)+P(0,86) :%ml 6

%ml2é+[0,68k—0,4w ~0,8P]0=0
Remplazando valores se tiene

%Ls—%j(o,s)z 6 +[ 0,68(5000)—0,4(60)—0,8P |6 =0

1,3066 +(3376-0,8P)0 =0

3376 -P
. =
! \} 1,306

Para que la frecuencia sea cero se tiene

La frecuencia circular sera

P =3376N Rta.
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Ejemplo 2.3. Un cilindro uniforme de 7 kg puede
rodar sin deslizarse por un plano inclinado y esta B!
sujeto por un muelle como se muestra. Si su b T e @
centro se mueve 10 mm plano abajo y se suelta,

hallar: (a) el periodo de la oscilacion y (b) la
velocidad maxima del centro del cilindro.

Solucion

En la figura (a) se muestra el DCL del cilindro en la posicion (xg) fuera del equilibrio.

3#]

Aplicando las ecuaciones de equilibrio al DCL de la figura para una posicién de
equilibrio estatico se tiene

Y F,=mag, =m(0)=0
mgsenl4°-F ,—-F ;=0 (1)

> Mg =lga=15(0)=0
Froz(r)_Fe,O(r):O (2)
Sumando las ecuaciones (1) y (2), resulta

mgsenl4°—2F, , =0
mgsenl4°—2ks, =0 (3)

La ecuacion de movimiento de traslacion en la direccién x, nos da

> F, =mag,

mgsenl4°—-F  —F, =mX;
mgsen15°—F,, —k (5, + X5 )=mX; (4)
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La ecuacion de movimiento de rotacion nos da

> Mg =l

Froo (1) —F.(r) =150

Free (1) =K (8, + X6 )(r) = 10 == mr?d

Fo, — K (3, + %) :%mré )
Sumando las ecuaciones (3) y (5), resulta

mgsen14°— 2Kk (5, + X ) = My +%mré (6)
Remplazando 83) en (6), se tiene
m¥ +%mré +2kxs =0  (7)

La relacion entre la aceleracion lineal y angular se obtiene tomando como centro
instantaneo el punto CI de la figura.

Xg =10
=1
X =10 =0=—= (8)

r
Remplazando (8) en (7) y simplificando resulta

ng‘G +2kx; =0

2(7) %, +2(790) %, =0

% +150,48%, =0

El periodo se determina a partir de la frecuencia circular

, *2—7[2T*2—7Z*—27Z
) @, f150,48
T=0,51s Rta

Para determinar la velocidad maxima se aplica las condiciones iniciales.

X¢ = Asen(a,t + @)= 50.10"° = Asen(12,3(0) + ¢) = 50.10~° = Asengp
%s = @Acos(w,t+¢)=>0=12,3Acos[12,3(0)+¢ | = 0=12,3c0s ¢
go:% y A=50mm

La velocidad para cualquier posicion es

V=X, =0,62sen (12,3t + 7 /2)

La velocidad maxima sera
V.., =0,62 m/s Rta
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2.3

VIBRACIONES LIBRES AMORTIGUADAS.

En andlisis vibratorio considerado hasta ahora no ha incluido el efecto de la friccion o
el amortiguamiento del sistema y como resultado de ello, las soluciones obtenidas son
solo una aproximacion cercana al movimiento real. Debido a que todas las vibraciones
se disipan con el tiempo, la presencia de fuerzas amortiguadoras debe incluirse en el
analisis.

Se dice que un sistema tiene amortiguamiento cuando posee elementos que disipan
energia. Existen varios tipos de amortiguamiento: amortiguamiento viscoso, lo
experimentan los cuerpos que se mueven con una velocidad moderada en el interior de
fluidos; amortiguamiento de Coulomb, producido por el movimiento relativo de
superficies secas; y el amortiguamiento estructural, es producido por la friccion
interna del material elastico. En esta seccion nos dedicaremos Unicamente al estudio
del amortiguamiento viscoso.

2.3.1 Amortiguador viscoso lineal.

Este tipo de amortiguamiento se presenta en forma natural cuando sistemas
mecénicos oscilan en el interior de un medio fluido. También aparece en
sistemas mecanicos utilizados para regular la vibracion. Una forma de
representarlo es la mostrada en la figura 2.7. Este tipo de amortiguador esta
formado por un piston el cual se mueve en el interior de un cilindro el cual
contiene un fluido viscoso como el aceite. Al moverse el émbolo se opone el
fluido el cual debe atravesar pequefios orificios practicados en el émbolo.

Figura 2.7. Representacion de un amortiguador
Para nuestro estudio vamos a utilizar los amortiguadores lineales, en este caso
la fuerza de friccidn debido al amortiguamiento es directamente proporcional a

la wvelocidad lineal siendo la constante de proporcionalidad el llamado
coeficiente de amortiguamiento (c). Esta fuerza se expresa

F, =cx (2.28)
2.3.2 Vibraciones libres con amortiguamiento viscoso.

Para determinar las ecuaciones que gobiernan a este movimiento consideremos
un sistema masa, resorte y amortiguador como el mostrado en la figura 2.8.
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ma =mi

Figura 2.8. Diagrama de cuerpo libre de una particula de masa m con
amortiguamiento

Aplicando la segunda ley de Newton al bloque se tiene
D Fy =mx
mg — k(5 +Xx)—cx = mx (2.29)

Recordando que en el caso de equilibrio estatico,mg =kdg, la ecuacion
anterior se escribe

mX +cx+k =0 (2.30)
La ecuacién (2.30)* es una ecuacion diferencial homogénea de segundo orden

con coeficientes constantes. La teoria de las ecuaciones diferenciales nos dice
que la solucién es de la forma

X = Ae™ (2.31)

Remplazando la ecuacion (2.31) conjuntamente con sus derivadas en la
ecuacion (2.30) se obtiene la ecuacion caracteristica expresada por

mi? +cA+k=0 (2.32)

cuyas raices son

Ay = —c++/c? —4mk (2.33)

2m
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La solucién general de la ecuacion se escribe
X = Be™" + Ce”! (2.34)

Las constantes B y C se determinan a partir de las condiciones iniciales,
mientras que A y A, Se determinan de la ecuacion caracteristica. Debe
observarse ademas que el comportamiento del sistema depende de la cantidad
subradical, ésta puede ser positiva, nula o negativa.

Coeficiente de amortiguamiento critico c... Es el valor del coeficiente de
amortiguamiento para el cual se hace cero la cantidad subradical de la ecuacion
(2.33), en consecuencia

Co = Zm\/E =2Mmo, (2.35)

El coeficiente de amortiguamiento critico representa la cantidad minima de
amortiguamiento requerida para que el movimiento no sea vibratorio.

La solucion de la ecuacion diferencial (2.30) tiene tres formas.

A. Movimiento sobre amortiguado. En este caso ¢ > ¢, entonces las dos
raices de la ecuacion caracteristica son reales y diferentes. Por tanto la
solucién puede escribirse

At

x = Ae™ + Be™ (2.36)

B. Movimiento criticamente amortiguado. Aqui ¢ = ¢, en este caso las
dos raices son iguales. La solucidn general sera

x = (A+Bte™ (2.37)

C) Movimiento subamortiguado. Las raices de la ecuacion (33) son
complejas y conjugadas.

c .. |k c )’ .

Donde o =c/2m y w4 €s la frecuencia circular amortiguada dada por

o = :]—(2‘;1)2 (2.39)

El periodo de la vibracion amortiguada sera

_ Zi 2 (2.40)

e
m 2m
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Remplazando la ecuacion (2.38) en (2.31) resulta
X = X, “Sen(wyt + @) (2.41)

El movimiento de la ecuacion (2.41) se dice que es periddico en el
tiempo de amplitud decreciente tal como se muestra en la figura 2.9. En
donde se observa que el “periodo” es el tiempo entre dos valles o picos

*q

s
—xp r

Figura 2.9. Representacion de la posicion en funcion del tiempo para un
movimiento subamortiguado

Decremento logaritmico. Es una cantidad que nos permite medir la velocidad

de decaimiento de una oscilacion, se expresa como el logaritmo de la razén
entre cualquier par de amplitudes sucesivas positivas (0 negativas). Esto es

X, = Xoe ™ (2.42)
y la amplitud siguiente es

X, = Xpe “(1) (2.43)
la razon entre las dos amplitudes es

7641
X e

— a27d
o = oo i) = (2.44)

Por lo tanto el decremento logaritmico sera

X
o=In"t = In(e””d )
Xy
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Razén de amortiguamiento. También conocido como factor de
amortiguamiento, es una cantidad definida como la razdn entre el coeficiente
de amortiguamiento (c) y el coeficiente de amortiguamiento citrico (ccr), esto
es

c cC

C
cy 2 /mk  2mo,

£= (2.46)*

En funcién de esta cantidad se pueden obtener las siguientes relaciones

My =, tio,-[E2 1 (2.47)

En funcidn de la razén de amortiguamiento se puede decir que un movimiento
es sobre amortiguado si (§ > 1), es criticamente amortiguado si (§ =0) y
subamortiguado si (§ < 1).

Para el caso de un movimiento subamortiguado, la pulsacion propia
amortiguada, el periodo amortiguado y el decremento logaritmico se escriben
en la forma.

g = Wy [1-E (2.48)

27
- (2.49)
i wy, \/1_ §2
5=_2% (2.50)
=gt
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Ejemplo 2.4. El cuerpo M de 12 kg mostrado en la
figura es sustentado por tres resortes y tres
amortiguadores viscosos como se muestra en la figura. Si
ki = ko = 150 N/m; ks= 120 N/m; Bl = f)z = 0,8 N.s/m Yy
Bs=1,4 N.s/m y para iniciar el movimiento se desplaza al
cuerpo 100 mm hacia abajo y se suelta desde el reposos.
Determine: (a) La ecuacion diferencial que describe el
movimiento, (b) la frecuencia (si existe) y (c) el
decremento logaritmico.

Solucién
En la figura (a) se muestra el DCL del cuerpo en la posicion de equilibrio estatico y en (b)
el DCL del cuerpo para una posicion (y) fuera del equilibrio.

Fl].‘l wh I Fﬂ]
I FLI:; ) F‘,!l‘

-

|
'
! —

pE Fotf

an 1 I
Fy, Fua
+y Fos
(a) (b)

Aplicando las ecuaciones de equilibrio al diagrama A, se tiene

V> F, =ma, , =m(0) =0
mg —k, 0, —k,5, —k;5, =0 (1)

Aplicando la segunda ley de Newton al movimiento del bloque resulta

VY F =mag,
mg —(k,+k, +ks ) (S, +Y) = (B + B+ B)y=my  (2)

Remplazando la ecuacion (1 en (2) resulta.
my+(S,+ B, +5;)y+(k +k, +k;)y=0
Al sustituir los valores dados en el problema se tiene
12y +3y+420y =0 (3)

La solucion de la ecuacion diferencial es de la forma
y = De”
y = ADe”
y =A°De”
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Remplazando estas cantidades en la ecuacién (3) nos permite obtener la ecuacion
caracteristica, dada por

De* (1212 +3/1+420) -0
1212 +31+420=0 ()

La solucién de la ecuacion (4) nos da

A, =-0,125+i(5,9) (5)

A, =—atio,

La ecuacion (5) indica que el movimiento es subamortiguado por tanto existe una
“frecuencia amortiguada”.

w, =2rf =59
f =0,94 hertz Rta.

Como el movimiento es subamortiguado la solucion de la ecuacion diferencial (3) es de la
forma

y =Ae *®sen(59t+¢p) (6)
La velocidad es

y = Ae**[5,9¢0s(5,9t + ¢)—0,125sen(5,9%t + )]  (7)
Remplazando las condiciones iniciales en las ecuaciones (6) y (7) resulta

0,1= Aseng
0= Al5,9cos ¢ —0,125sengp]

Los valores de A y ¢ son
A=0,1m
»=89°
La posicion en cualquier tiempo sera

y =0,1e"**'sen(5,9t +89°)

El decremento logaritmico es

0,125t
5:"{ O,le0125 }
0,1e 15T

25T, = 0,125 k) =0,125 .
f 0,94

0=0,133 Rta
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Ejemplo 2.5.  Se muestra una barra de 2,25 m de
longitud y 200 N de peso en la posicion de
equilibrio estético y soportada por un muelle de
rigidez k =14 N/mm. La barra esta conectada a un
amortiguador ~ con un  coeficiente  de
amortiguamiento ¢ = 69 N.s/m. Determine: (a) La
ecuacion diferencial para el movimiento angular
de la barra, (b) el tipo de movimiento resultante,
(c) el periodo y la frecuencia del movimiento (si
procede) y (d) la razén de amortiguamiento.

Solucion

En la figura (a) se muestra el DCL del cuerpo en la posicion de equilibrio estatico y en (b) el
DCL del cuerpo para una posicion (y) fuera del equilibrio.

mg
1,125m

At
T 1,25 m
Kds By

K(ds + Xe)

Aplicando la segunda condicion de equilibrio a la figura (a) resulta

> M, =0

mg(1125)-k&, (L25)=0 (1)

Aplicando la ecuacion de movimiento de rotacion se tiene

D> Mg =16

mg (1,125¢c0s0) -k (&, + X, )(1,25¢c0s0)—cv(L,85c0s0) = 1,6 (2)

Para angulos pequefios senf= 0 y cosf=1, entonces se tiene

mg(1,125)-k (5, +x,)(1,25)-cv(1,85)=1,6  (3)

Remplazando la ecuacion (1) en (3) resulta

—k(x,)(1,25)—cx, (1,85)=1,0
1,6 +cx, (1,85)+-k(x,)(1 25) 4

De la figura (b) se tiene que

x,=1,250  (5)
x.=1850 (6
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Remplazando (5) y (6) en (4) se obtiene
%mlzé +¢(1,856)(1,85)+k (1,250)(1, 25)=0 (7)
Remplazando los datos del enunciado y simplificando se tiene

34,46+ 236,20 +218756 =0  (8)

La frecuencia circular natural es

@, = CLIE) 25,22 rad/s
34,4

La razén de amortiguamiento se determina a partir de

Gy 2362
C2mye, 2(34,4)(2522)
£=0136 Rta,

La ecuacion anterior nos indica que el movimiento es subamortiguado por tanto existe la
frecuencia y el periodo amortiguados

34,40% + 256,21 +21875=0
A, =—3,43%i (24,98)
A, =—y Lo,

La frecuencia amortiguada es

w, =24,98rad /s=2xf =27/T,
f =3,97s
T,=0,25s

Ejemplo 2.6. Un cilindro uniforme que pesa 35
N, rueda sin deslizar por una superficie horizontal
como se muestra en la figura. El resorte y e
amortiguador estan conectados a un pequefio

. S xcl)
pasador exento de friccidn situado en el centro G j ﬁﬂ
del cilindro de 20 cm de diametro. Determine: (a) : :
La ecuacion diferencial del movimiento; (b) La
razon de amortiguamiento; (c¢) El tipo de
movimiento.

120 N/m
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Solucion
En la figura se muestra el DCL del cilindro para una posicion arbitraria cualquiera respecto
a la posicion de equilibrio

mg

Aplicando las ecuaciones de movimiento de traslacion, se tiene

Y F =mX,
_ka B I:roz o I:v = mXG
_kXG - I:roz _CXG = mXG (1)

Aplicando las ecuaciones de movimiento de rotacion, se tiene

XM, =1.60

1 ..
F_(r)==mr?@
roz( ) 2

Fou= 2mrd @)

Remplazando (2) en (1), y teniendo en cuenta que x; = ré, obtenemos
—kXg —CXg —%mré:—kXG—CXG_%mr(_XGj:mX.G 3)
r
g9 :
meG +CX; +kx; =0

g(%) %, +33,3%; +120x, =0

5,36% +33,3%; +120%, =0 Rta

Parte (b) Célculo de la razon de amortiguamiento

po G _ 333
2m,q @, 2(5,36)(1120/5,36
£=0,656 Rta

Parte (c). Tipo de movimiento. Como & < 1; el movimiento es subamortiguado
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2.4 VIBRACIONES FORZADAS.
2.4.1 Vibraciones forzadas sin amortiguamiento.

Uno de los movimientos mas importantes en el trabajo ingenieril es las
vibraciones forzadas sin amortiguamiento. Los principios que describen este
movimiento pueden aplicarse al estudio de las fuerzas que originan la
vibracion en varios tipos de maquinas y estructuras.

Fuerza armonica de excitacion. El sistema mostrado en a figura 2.10,
proporciona un modelo de un sistema masa resorte sometido a una fuerza de
caracter armonico dada por F = Fy sen(ot), donde Fy es la amplitud de la
vibracion armonica y o es a frecuencia de la vibracion armoénica.

Posicion de

aquilibrio
i w
- F semot .
- o EER X
(a) (b)
Figura 2.10. (a) Bloque sometido a una fuerza periodica externa, (b) DCL y
cinetico.

Aplicando las ecuaciones de movimiento segun el eje x, resulta

> F, =ma,
Fosenat —kx = mx
mx + kx = Fysenaot (2.51)*

La ecuacion (2.51)* es una ecuacion diferencial de segundo orden no
homogénea con coeficientes constantes. Su solucion esta compuesta por: i) una
solucion complementaria; y ii) una solucién particular.

La solucién complementaria se determina haciendo igual a cero el segundo
término de la ecuacién (2.51)*, y resolviendo la ecuacion homogénea, es decir

mx+kx=0
La solucion de esta ecuacion es de la forma

X = X, sen(@,t + ¢) (2.52)
Como el movimiento es periddico la solucion particular es de la forma

Xp = Bsenat (2.53)
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Determinando la segunda derivada con respecto al tiempo de la ecuacion (2.53)
y remplazando en la ecuacion (2.51) da por resultado

— Bmo’senat + k(bsenat) = Fysenot

Despejando el valor de la constante B resulta

F, /m F, /k
B=_0 "~ - 0 (2.54)

2 _0? 1-(2y?
m o,

Remplazando la ecuacion (2.54) en (2.53), resulta

Lkzsena)t (255)

La solucion general sera

0

F,/k
X=X + Xp = Asen(w,t + @)+ 7/25ena}t (2.56)

De la ecuacion (2.56) se observa que la oscilacion total esta compuesta por dos
tipos de movimiento. Una vibracion libre de frecuencia o, figura 2.11a, y una
vibracion forzada causada por la fuerza exterior figura 2.11b. De esto se observa
que la vibracion libre se extingue quedando la vibracion permanente o particular
como lo muestra la figura 2.11c.

X, Xp «l‘

3

NN cWaWaWAL s WAWAWA
(b) (©)

(@) |

Figura2.11. (a) vibracion libre, (b) vibracibn permanente y (c)
Superposicion de ambas.

En la ecuacion (2.55) se observa que la amplitud de la vibracién particular
depende de la razén entre las frecuencias forzada y natural. Se define como
factor de amplificacién al cociente entre la amplitud de la vibracion estable y
la deflexion estética.
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(XP)max 1
= = 2.57)
Fo /k ’ (
0 1-| 2
w

De esta ecuacion puede observarse que aparece la resonancia cuando las dos
frecuencias son aproximadamente iguales esto es wi: 1. El fenébmeno de

n
resonancia no es deseable en las vibraciones de elementos estructurales porque
producen esfuerzos internos que pueden producir el colapso de la estructura.

Desplazamiento excitador periédico. Las vibraciones forzadas también pueden
surgir a parir de la excitacion periddica de la cimentacion de un sistema. El
modelo indicado en la figura 2.12, representa la vibracién periddica de un
bloque que es originada por el movimiento armonico 6 = dgsenwmt.

Posicidn de
equilibrig

Figura 2.12. Vibracion forzada debido a un desplazamiento periodico.

En la figura 2.13, se muestra el DCL y cinético del bloque. En este caso la
coordenada x se mide a partir del punto de desplazamiento cero del soporte es
decir cuando el radio vector OA coincide con OB. Por lo tanto el desplazamiento
general del resorte sera (x —6psenmt)

W=mg

k(= B,SeNnt) g— | | — —— T
[ 1

Ng

Fig. 13. Diagrama de cuerpo libre y cinético

Aplicando la ecuacion de movimiento segun la direccién horizontal se tiene

> F, =ma,
—k(x - 5,senat) = mx

mx + kx = kssenat (2.58)
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Comparado la ecuacion (2.58) con la ecuacién (2.51) se observa que su forma es
idéntica por tanto su solucion seguird el mismo procedimiento establecido
anteriormente.

2.4.2 Vibracion libre con amortiguamiento viscoso.

En nuestras consideraciones sobre las vibraciones de un solo grado de libertad
y con amortiguamiento viscoso, encontramos que la energia era disipada por el
amortiguador y la amplitud disminuia con el tiempo. Sin embargo, si
proporcionamos una fuente de energia externa podemos mantener las
oscilaciones con una amplitud constante. Para determinar las ecuaciones que la
gobiernan a este movimiento consideremos un sistema masa, resorte Yy
amortiguador sometido a una fuerza periddica externa P =Pgsen(, tal como se
muestra en la figura 2.14.

Fosioon da
equiibing

_| E Prenfdt eox "
| AAAA— Py m

(a) (b)

Figura 2.14. (a) Sistema mecanico forzado, (b) Diagrama de cuerpo libre.

lx
=
n
a

Aplicando al DCL la segunda ley de Newton, se obtiene.

> F, =ma,
Pysenat — kx —cx = mx
MX + CX + kX = P,senQt (2.59)*

La ecuacioén diferencial (2.59)* es una ecuacién diferencial lineal, de segundo
orden, no homogénea y con coeficientes constantes. Su solucién se obtiene
sumando una solucion complementaria y una solucién particular. La solucion
complementaria satisface a la ecuacion homogénea y la solucion particular es
una funcién cualquiera que satisface la ecuacion diferencial. Por lo tanto, la
solucion total se escribe

X(t) = x¢ (1) + X5 (1) (2.60)
La solucién particular estudiada anteriormente, se extingue rapidamente segun
el valor del coeficiente de amortiguamiento. Por el contrario la solucion

particular o permanente o de estado estacionaria es la que se mantiene, siendo
esta de caracter arménico y viene expresada por.
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Xp = X, 5en(Qt — ) (2.61)
Remplazando la ecuacion (61) en la ecuacién (60) resulta.
mQ?x,,sen(Qt — @)+ cQX,,, cos(Qt — ) + kx,, sen(Qt — ¢) = PysenQt
Haciendo (Qt-¢) sucesivamente igual a cero y /2, resulta
cQX,, = Pyseng (2.62)
(k - mQZ)xm =P, cosgp (2.63)

Elevando al cuadrado ambos miembros de las dos ecuaciones anteriores,
resulta y sumandolos, resulta

[(k - mQ? )2 +(cQ)? }x,ﬁ =Py (2.64)
De la ecuacion (64), se obtiene la amplitud la misma que esta dada por

X, = Fo (2.65)
\/(k —mQ? )2 +(cQ)?

El desfasaje ¢ se obtiene dividiendo las ecuaciones (62) y (63)

cQ
- (2.66)
9 k — mQ?

Bajo estas circunstancias la solucion particular se escribe

X = Ro sen(Qt — o) (2.67)
\/(k - mQ? )2 +(c)

Pero la frecuencia natural esta dada por,w, =k/m, y el valor del coeficiente
critico de amortiguamiento es ¢, = 2mamy, el factor de amplificacion sera

X 1 (2.68)
K o T s /o
_2c/cq Y@/ @) (2.69)
1-(Q/w, )

En la figura 2.15, se muestra el factor de amplificacion en funcion de la razon
de frecuencias para distintos valores de la razén de amortiguamiento. Observe
que a medida que se va disminuyendo la razén de amortiguamiento la
amplitud de la vibracion va creciendo. La resonancia se produce cuando la
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razdn de amortiguamiento tiende a cero y las frecuencias son aproximadamente

iguales
5
L:
// Ce 0
4
c _
// —=0125
xl?‘l
P,./k
or
€ _n¢
., L 6_c_0'25
B =
<
e 0.50
1
C...
\ = =100
/
—
0
2 3
0 1 o
@,

Figura 2.15. Relacion entre el factor de amplificacion y la razon de
frecuencias.
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2.5 PROBLEMASRESUELTOS

2.5.1 Vibraciones libres

Problema 01.

Un instrumento que se utiliza para medir la
vibracion de una particula realiza un movimiento
armonico simple de frecuencia propia 5 Hz y
aceleracion maxima de 40 m/s’. .Determinar la
amplitud y la maxima velocidad de la vibracion.

Solucién

Datos e incognitas

=48m/s*; A=??%.v__ =7

“U'max

f =bHz;.a

max

Calculo de la amplitud

A =0 A=(27.T)° A
a

max

A=
(27.1)?

Calculo de la velocidad maxima

V., =o.A=27.f =27(5)(0,0486)

Problema 02

Una particula vibra con un movimiento arménico
simple. Cuando pasa por su posicion de equilibrio,
su velocidad es de 2 m/s. Cuando se halla a 20 mm
de su posicidn de equilibrio, su aceleracién es de 50
m/s®. Determine el médulo de la velocidad en esta
posicidn.

Solucion

Datos e incdgnitas.

X, =0;.v=2m/s;. X =20mm;..
a=50m/s*.v="?

Es sabido que la posicidn en cualquier tiempo esta
dada por

X = ASen(wt+ @)
X =w.ACos(w.t + @)

Si cuando X =0, vo =2 m/s; entonces se tiene

2=w-/A?-0

Ademas se tiene que
a=+w’X
50m/s? =+w* X
@=50rad /S.....ccccerriininnnn. ®

La velocidad cuando X = 20 mm, sera

v =50./0,04* —-0,02°
V=L173M/Siiiiiiiiiii Rta.

Problema 03

Un blogue de masa m se desliza por una superficie
horizontal exenta de rozamiento, segin se muestra
en la figura. Determine la constante k del resorte
Unico que podria sustituir los dos representados sin
gue cambiara la frecuencia del bloque.

k;
— A

__wm—

Solucién

Datos e incdgnitas

m;..ky =0;.K ;. Ky Kk, =27

En la figura se muestra el DCL del bloque en una
posicidn X a partir del equilibrio.
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Aplicando la segunda ley de Newton en la direccion
X, resulta

2F =ma,

-F,-F,=mX

-k, X =k, X =mX
mX + (K, + k)X =0.ceviie @

Para sustituir los resortes por uno equivalente sin
modificar la frecuencia, debe cumplirse que

MX AKX = 0o )

Comparando las ecuaciones (1) y (2), resulta

Problema 04

Una masa de 2 kg esta suspendida en un plano
vertical por tres resortes, segln se muestra en la
figura. Si el blogue se desplaza 5 mm hacia abajo a
partir de su posicién de equilibrio y se suelta con
una velocidad hacia arriba de 0,25 m/s cuando t =
0. Determinar: (a) La ecuacion diferencial que rige
al movimiento, (b) El periodo y la frecuencia de la
vibracion, (c) La posicion de la masa en funcién del
tiempo y (d) El menor tiempo t; > 0 del paso de la
masa por su posicién de equilibrio

2 kN/m 2 kN/m

ddddddl
AN

Solucion
Datos e incdgnitas

m = 2kg;..X, =5mm;.v =0,25m/s T;.t =0;..
Ec.Dif.=72,.T =72, A=72. X =f(t);.1, =7?

En la figura se muestra el DCL de la masa en la
posicion de equilibrio. Se supone que los resortes

estan estirados
k., d, ] I kb

"

Aplicando las ecuaciones de equilibrio en la
direccion vertical, se tiene

2F, =0
mg —k, 0, —K,0, +K305 =0..oovrerennnnnn 0

En la figura se muestra el DCL de la masa en una
posicion arbitraria Y, a partir de la posicion de
equilibrio

x

k8, +:r}l lh{& +y)

-l :

k(6 - y)
Yy

Aplicando la ecuacion de movimiento

XF, =mY

mg+F,—-F,-F,=mY

mg +K, (5 =Y) =K, (5, +Y) =k, (5, +Y) =mY
mg +k,8, =k, 8, —=k,8, = (k; +k, +k;)Y =mY.....Q2)
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Remplazando la ecuacion (1) en (2), resulta

mY +(k, +k, +k;)=0
2Y +7000Y =0
Y +3500Y =0..ooovrverrrerinenns @)

El periodo de vibracion se obtiene de la frecuencia
circular

o= 2Ti =+/3500
T =0,10628€0....cvvreeeeeeeeeemiiniiimeeeenn @)

Calculo de la amplitud. La solucion de la ecuacion
diferencial (3), tiene la forma

Y = ASen(@t+@)..cocoovveeiiiiienn, (5)

Su velocidad viene expresado por

Y =59,2AC08(59,2t + @)....correrrrenn. )

Remplazando las condiciones iniciales, se tiene

0,005 = ASEN@......ovieiiiiiiiiniiiieieniienn (@)
—0,25=59,2A.C08@......cuueeiiiiiiinaannns 8)

Resolviendo simultdneamente las ec.(7)y (8),resulta

A=6,54mm
@ =—49,86°

La posicién en cualquier tiempo t, serd

Y =6,545en(59,2t — 0,87)......oeenr... Rta.

El tiempo t;>0, sera

0=16,545en(59,2t, —0,87)
t; =0,0158€g......cccvevviiiieniieee Rta.

Problema 05

En la figura, la coordenada X mide el
desplazamiento de la masa de 10 kg respecto a su
posicion de equilibrio. En t =0, la masa se suelta
del reposo en la posicion X =0,1 m. Determinar: (a)
El periodo y la frecuencia natural de las vibraciones
resultantes, (b) La posicién de la masa en funcidn
del tiempo

94

Solucién

Datos e incdgnitas

m=10kg;.k =90N/m;.t=0: X =0,Im.y.X =0
T=22.f=72.X=1(t)
En la figura se muestra el DCL de m en una

posicién arbitraria X a partir de la posicion de
equilibrio

M

Aplicando la segunda ley de Newton en direccion
horizontal, se tiene.

Y F, =mX
-F, =mX
.—kX =mX
mX +kX =0
10X +90X =0
X A9X =0 0

La frecuencia circular esta dada por

@=+9=3rad /S...ccoouirrerrn. @)

El periodo sera

T
T =2,00S€0 ..t ieeiieeeeiieeeeeeeeen, Rta

La frecuencia natural, es
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S
Y 2,09
f=0,48Hz.....ccoveiiiiiiieeeieenn, Rta

La solucion de la ecuacion diferencial (3), tiene la
forma

X =ASeN(3t+@).ccevvereeiieeiiie ©))

La velocidad esta dada por

X = 3ACOS(3t+0).rerrererrrerrernenes (4)

Reemplazando las condiciones iniciales, se tiene

01=ASEN@......cocciiiiiiiiiiiiiiinii ®)
0=2AC0S@.......ceeeerrrrieaaaaaeeeciiiinnnn 6)
Resolviendo simultaneamente las ecuaciones
anteriores, resulta
-
=3
A=0.1m
La posicién en funcién del tiempo sera
X =01Sen(3t+/2) Rta

Problema 06

Un collar de 4 Kg esta unido a un resorte de
constante k = 800 N/m como se muestra en la
figura. Si al collar se le desplaza 40 mm hacia
abajo desde su posicién de equilibrio y se le suelta,
determinar: (a) El tiempo necesario para que el
collar se mueva 60 mm hacia arriba y (b) La
velocidad y aceleracion correspondientes.

Solucion

95

Datos e incdgnitas

m = 4kg;.k =800N /m;.t=0: X =40mm,. X =0
t=22..X =60mm T;.v=72.a="7?

En la figura se muestra el DCL de m en posicion de
equilibrio

W

Aplicando las ecuaciones de equilibrio se tiene

SF=0

En la figura se muestra el DCL de m en una
posicion arbitraria Y, a partir de su posicién de
equilibrio

F, = ki@ + )

\

Aplicando la segunda Ley de Newton, en direccion
vertical, se tiene

2F, =ma,
W-F, =mY
Mg —K(S+Y)=mY . @

Reemplazando la Ec.(1) en (2), resulta

mY +kY =0
4Y +800Y =0
Y 4200Y = 0. 8)

La ecuacion (3), es la ecuacion diferencial de un

M.A.S. de frecuencia circular w = +/200rad/s, y la
posicidn en funcién del tiempo est4 dado por
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Y = ASeN(L4L4t + )., @)

La velocidad se expresa como

Y =1414AC0S(14.14t + @).......ovv....... ()

La amplitud A y el desfasaje ¢, se determina
utilizando las condiciones iniciales, esto es:

40MmM = ASEN@.....ovieiiiiiieeeieeee 6)
0=1414ACO0SQ.......ccccvvrreraarann.. @)

Resolviendo las ecuaciones anteriores, resulta

La posicién, velocidad y aceleracién como funcién
del tiempo se expresa en la forma

Y =40Sen(14,14t + p)mm
Y =565,6Cos (14,14t + 7 /2)mm/s
Y =-79.97Sen(14,14t + 7/ 2)m/ s*

El tiempo cuando Y = 60mm? sera

20 =40sen(14,14t + 1 2)
t =0,15seg

La velocidad y la aceleracion cuando t = 0,15 s.
seran

Y = 40Cos[14,14(015) + 7 / 2]

Y =485mm/s T

Y = -79.79Sen[14,14(0,15) + 7 / 2]

Y =3991mm /s T ooviviierieveeee. Rta

Problema 07

Una plataforma A que tiene una masa desconocida
esta soportada por cuatro resortes teniendo cada
uno una constante eléstica k. Cuando no hay nada
sobre la plataforma el periodo de vibracion vertical
es de 3,9 s; mientras que si soporta un blogue de 2
kg sobre la plataforma el periodo de vibracion
vertical es de 4,10 s. Calcular la masa de un bloque
colocado sobre la plataforma (vacia) que hace que
la plataforma vibre verticalmente con un periodo de
4,6 s. ;Cual es el valor de la constante elastica k del
resorte?.
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Solucién

En la figura se muestra el DCL de la plataforma
cuando sobre ella esta colocado un bloque de masa
m;, en estado de equilibrio estatico.

lefig ks

W

ke

We ¥
Aplicando la ecuacion de equilibrio, se tiene

2F,=0
(Mg +mp)g—4kS, =0..ooiviniiiin. (N

En la figura se muestra el DCL de la plataforma
maés un bloque de masa m;en posicién Y, a partir de
la posicion de equilibrio.

kifs + ¥)

kifs+¥)

kil +¥)

Aplicando la segunda ley de Newton, se tiene

>XF, =mY
(m, +mg)g—4k(S, +Y)=(mp+mg)Y........... ¥

Reemplazando la ecuacion (1), en (2), resulta
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(mp +mg )Y +4kY =0
Vi 4k
My + Mg

La ec (3) es la ecuacion diferencial de un M.A.S.
con una frecuencia circular

. S @)
me + My
El periodo esta expresado por
m, +m
T2z /TP Me )
4k
Por condicién del ejercicio, cuando mg = 0,
entonces T; = 3,9 s, es decir
m
39 =27 e,
4k é)

Resolviendo simultaneamente las ecuacion (6 ) y
(7), resulta

Ademas cuando se coloca sobre la plataforma un
bloque de masa desconocida, el periodo es Tz = 4,6
s, se tiene

my +m,

4k

46=27 19+m,
1/4(12,33)

T, =2n

Problema 08

Un blogue que pesa 100N se desliza por una
superficie horizontal sin friccion como se muestra
en la figura. Los dos resortes estan sometidos a
traccion en todo momento y las poleas son
pequefias y exentas de rozamiento. Si se desplaza el
bloque 75 mm hacia la izquierda de su posicion de
equilibrio y se suelta con velocidad de 1,25 m/s
hacia la derecha cuando t = 0, determine: (a) La
ecuacion diferencial que rige el movimiento; (b) El
periodo y la amplitud de la vibracién, (c) La
posicién del blogue en funcion del tiempo
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X L
833 Nim
b 100N 4
1333 Mim
Solucién

Datos e incdgnitas

W, =100N;t=0:x, =75mm «;v, =1,25m/s —

En la figura se muestra el DCL del bloque para una
posicion “x” a partir de la posicion de equilibrio

A
¥

§k1{d. %)

Cuando el bloque esta en equilibrio estatico, x = 0,
entonces Feo= kids Y T =Ty

YF, =0
LT | Q)

Cuando el bloque estd en movimiento, la segunda
ley de Newton, establece

> F, =mX
T—k1(51+X)=VlX ....................... @
g
En la figura se muestra el DCL de la polea movil

para una posicion Y a partir de la posicion de
equilibrio estatico
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_— o El periodo de la vibracidn resultante, serd
T g 27
0=""= 143
LY
i T =0,5950...ccccvveiiiiiiiieiiiiiiiiiennnn Rta.
La frecuencia de vibracion es
Yy kel - ¥) N R Rta.
T 059

Cuando la polea esta en equilibrio, Y = 0 entonces

La posicion y la velocidad en funcion del tiempo
Fe2 =k23; y T =T, entonces

estan dadas por las ecuaciones

>F, =0
(6, +Y) ZTV 0 X = ASen(10,7t + @) .cvevrereeerrerenn. 10)
+Y)— =
23z 0 X =10,7AC0s(10,7t + @)......cev....... (1)
KySy = 2Ty =0vreriererereveees 0)

. . . . Aplicando las condiciones iniciales, se tiene
Cuando la polea se estd moviendo hacia abajo, se

tiene —0,075 = ASENQ....voeerreereereesrreens 12)
2 F =m.a =
y PPy 1,25=10,7AC0S@......ccceverreeerann.n. 3
K (0, =Y)=2T =0 Resolviendo las ecuaciones anteriores, resulta
Ky0, —K,Y —2T =0.coiiiiinn (4
Remplazando la ecuacidn (1) en (3), resulta A=0,138m
Tge =-0,642
Ky 8y — 2K, 8y =0 ®) Por lo tanto la posicién en funcién del tiempo esta
dada por la ecuacion
Remplazando la ecuacion (4) en (2), resulta
K W X =0,138Sen(10,7t + @)...ceeveeurnnnne. Rta.
—2(5,-Y)-k, (5, +X)=—X
2 g
ky5, _kiy —k,8, -k, X :le ...... (6) Problema 09.
2 2

Cuando el sistema representado en la figura esta en
Sustituyendo la ecuacién (5) en (6), resulta equilibrio, el resorte 1 (k; =1,2 kN/m) est& alargado
50 mm y el resorte 2 (k, =1,8 KN/m) lo esta 10 mm.
Si se tira de la masa m hacia abajo una distancia é y

W +k X +72Y =0 0] se suelta a partir del reposo, determinar: (a) la
g ecuacion diferencial que rige el movimiento, (b) La
De la geometria de la figura se tiene distancia Sy tal que los hilos se hallen siempre a
X tensién, (c) La frecuencia y la amplitud de la
Y = (8) vibracion resultante y (d) La posicién de la masa en
2 funcioén del tiempo
Remplazando la ecuacion (8) en la ecuacién (7),
tenemos

Vl)'( +k, X +k—2(é):0
g 2 2

W k
EX +(k1+72)x =0

—100 X +(833+ 71333) X =0
9,8 4

X +114,3X =0....ccocvenn. 0)

98
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Solucion
Datos e incégnitas

k, =1200N /m;..5; =50mm;.k, =1800N /m;
0, =90mm;..EcDif.=7..0,,, =%..T =2,.Y = f(t)

En la figura se muestra el DCL del bloque en
posicion de equilibrio

1

ki

Aplicando las ecuaciones de equilibrio, se tiene

YF, =0
F2 = Fa +mg
K,8, =K 8, +MYciiiiiiiiiiieee M

Remplazando valores, se tiene

1800(0,09) =1200(0,05) +9,8(m)

En la figura se muestra el DCL del bloque en una
posicion arbitraria Y, a partir de la posicion de
equilibrio

X
-

kal5: + ¥)

l

ka6, -v)

Aplicando la segunda ley de Newton en direccion
vertical, resulta

99

ZFy =mY
mg+F,—-F,=mY
mg +k, (5, -Y)-k,(5, +Y)=mY...Q)

Remplazando la ecuacion (1) y (2) en (3), resulta
mY +(k, +k,)=0

14,1Y +3000Y =0
Y +288,2Y = 0. @)

Debido a que el resorte 1 estd estirado 50 mm,
entonces para que los dos resortes acten siempre a
tension, la distancia maxima, sera

Calculo de la frecuencia natural. De la ecuacion (4),
se tiene

w=2rf =.[2882

La posicion en funcion del tiempo tiene la forma

Y = ASEN(@t+@)..ccoovieiiiiiiiiiieee )

La velocidad instantanea es

Y =16,98ACOS(16,98t + )......rvven... 8)

Remplazando las condiciones iniciales, se tiene

Resolviendo simultaneamente se tiene

A= 50mm
_r
?=5

La posicion del cuerpo en cualquier tiempo es

Y =508en(16,98t + 7/ 2)............... Rta.

Problema 11.

Una placa plana P realiza un movimiento armonico
simple horizontal sobre una superficie sin friccion
con una frecuencia f = 1,5 Hz. Un bloque B
descansa sobre la placa, como se muestra en la
figura, y el coeficiente de rozamiento entre el
bloque y la placa es ps =0,60. ;Cudl es la méxima
amplitud de oscilacion que puede tener el sistema
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sin que reshale el blogue sobre la placa?. ;Cual es
el valor de la velocidad méaxima?.

Solucién

Datos e incdgnitas

f =15Hz;..u, =0,60;..A=?%.V, ., =77

En la figura se muestra el DCL del sistema
compuesto por el bloque mas la placa en una
posicion arbitraria X.

Aplicando las ecuaciones

> F, =mX
_Fe = (mB +mP)X
kX =(mg +m;)X

Ordenando la ecuacién anterior

La frecuencia circular natural es:
3 k

- mg +mp

w=3mrad /S.......ccoiiiiiiine e, @

=2r.f =27(1,5HZ)

La solucion de la ecuacion diferencial (1) es de la
forma

X = ASENBZL+ @) evvvviieiiiiiieinnnn, 3)

La velocidad en cualquier tiempo sera

100

X =37 ACOS(BZL+@).eovereererrrene. @)

Su aceleracion esta dada por la ecuacion

X =972 ASen(37t + @) ..vevvernee. (5)

La aceleracion maxima esta dado por

Ahora se analiza el movimiento del bloque B.
Segun condicion del problema el bloque B no debe
moverse respecto a la plataforma. Por lo tanto su
diagrama cinético es el que se muestra

rmovimiento

Mg

Aplicando las ecuaciones de movimiento al DCL se
tiene

2F, =0
Ng/p =Mg Qe (@)
> F, =mX
F,=myX
U NG o =M X, ®)
HsMgg =mgX
X = L Qi ()}

Como el bloque no debe moverse respecto de la
plataforma, entonces

X =0*A= g

A _Hs0_06098)
@2 9r?
Ay =0,086M.....oiiniiiiiieeiici Rta.

La velocidad méaxima del sistema sera

V.., =A=0066(37)

Problema 12

Las dos masas de la figura se deslizan por sendas
superficies horizontales exentas de friccion. La
barra ABC esta en posicion vertical en el equilibrio
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y su masa es despreciable. Si los resortes estan
sometidos a traccion en todo momento, escribir la
ecuacion diferencial del movimiento para la
posicién X(t) de la masa de 10 kg y determinar la
frecuencia y el periodo de la vibracion resultante.
(Supdngase oscilaciones de pequefias amplitudes).

3.5 kNim

Solucién

Datos e incégnitas

m, =10kg;..m, =15kg;..m 5. =0;..k; =2000N /m
k, = 2000N /m;.k, =3500N /m;..Ec.Dif.=7??;
T=2..f=2.

En la figura se muestra el DCL de m; en la posicién
de equilibrio estatico

M

Aplicando la ecuacién de equilibrio en la direccién
horizontal, se tiene

SF, =0

En la figura se muestra el DCL de m; en la posicion
de equilibrio estético

Aplicando las ecuaciones de equilibrio, se tiene

101

>F, =0

En la figura se muestra el DCL de la barra ABC en
la posicion de equilibrio

02m

Tap
Top = -

c

Aplicando la segunda condicion de equilibrio, se
tiene
XM, =0
T (01M) + Ty, (0,2m) =T, (0,2m)
0,1k,8, +0,2k;6, =0,2K, 5, ......... B8)
En la figura se muestra el DCL de m; en una

posicién arbitraria X a partir de la posicion de
equilibrio

Aplicando las ecuaciones de movimiento, tenemos

Z:Fx = mlalx
T, -k (5 +X)=mX
T =mX +k (8 + X)oeovnae @)

En la figura se muestra el DCL de m, en una
posicion arbitraria X a partir de la posicién de
equilibrio

A

y

W

P.E
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Z:Fx = m2a2x
k, (0, = X,) =m, X,
T, =k, (5, - X,)-m,X,......... (5)

En la figura se muestra el DCL de la barra ABC,
cuando se ha girado un angulo 0 a partir de la
posicién de equilibrio

Ty

C Tae=ka(8: + %)

Aplicando las ecuaciones de movimiento a la barra
ABC, se tiene

XM =l
—T,(0,1Cos ) —T(0,2Cos ) +T,(0,2Co0s 9) = 0(x)

Para angulos pequefios, Cos® ~ 1; y Senf = 0,
entonces la ecuacion anterior se escribe

01T, +0,2T, =0,2T,
Remplazando la ec.(4) y(5) en (6), resulta

[my X+ (6 + X )] 2585+ X ) = 2k (8 = X ) =My X, |
(7

Remplazando la ec.(3) en (7), resulta

m, X +k, X +2k, X, =—2k, X, —2m, X,

Del gréfico por triangulos semejantes, se observa
que

X, X
02 01
Xy = 2X oo 0)

Remplazando la ec.(9) en (8), se tiene

102

m X + Kk X + 2k, (2X) + 2K, (2X) +2m, (2X) =0
(m, +4m,) X +(k, +4k, +4k,)X =0
(10+60)X +(2000+14000+8000) X =0

X +342,86X =0.......(10)

La ecuacion (10) es la ecuacion diferencial de un
MAS, con frecuencia circular

o =/342,86 = w=18,52rad /s

La frecuencia natural sera

_£_18,52
2

f = f =295Hz......... Rta.

27

El periodo de la vibracion es

11
f 295

=T =0,34seg

Problema 13

Encuentre la ecuacién diferencial del movimiento y
el periodo de vibracion del sistema mostrado en la
figura. Desprecie la masa de la barra rigida a la cual
esta unida la esfera (particula).

Solucién

Datos e incdgnitas

“a”; “L”; “m”; 13 ”; EC. le :r)r); T:r)r)

En la figura se muestra el DCL del sistema
compuesto por la barra mas la esfera en la posicion
de equilibrio estético.

Fen = Kis
»E
) I
A,




Fisica General 11

Vibraciones Mecanicas

Optaciano Vasquez Garcia

Aplicando la segunda condicién de equilibrio, se
tiene

>M,=0
Ko, (@) =mg(L)...cccovriiiiiiiiiinens @

En la figura se muestra el DCL del sistema para una
posicion angular 6 en sentido horario

Aplicando la ecuacion de movimiento de rotacion
al sistema, se tiene
XM, =1,

mgLCos & — K (5, +Y)(aCosd) =mL?d......... )

Para éangulos pequefios Cosf = 1; y Senf = 0,
entonces la ecuacion (2), se escribe

mgL - Ks.a-KayY, =mL%d........... &)

Remplazando la ec.(1) en la ec. (3), resulta
mL*d+K.a’0 =0
O+—0=00ccveveeeeicererae 4

La ec. (4) es la ecuacién diferencial de un MAS,
con frecuencia circular

K.a? 2

= =T =—

\mL 10}
T:%L % ................................. Rta.

Problema 14

La esfera maciza y homogénea de 10 kg mostrada
en la figura gira sin deslizar cuando se desplaza a
partir de su posicién de equilibrio. La tension
inicial de cada resorte es 250 N/m y las constantes
elasticas son K; =900 N/m y K, =1200 N/m. Para

103

iniciar el movimiento se desplaza el centro de la
esfera 75 mm hacia la derecha y se suelta a partir
del reposo. Calcular la frecuencia del movimiento
resultante y la rapidez méxima del centro de masa
de la esfera.

k = 1200Mim

Solucién

Datos e incdgnitas

m=10kg;..F,, = 250N;..K, =900KN /m;
K, =1200N /m;..f =?2,.X  =7?

En la figura se muestra el DCL de la esfera cuando
su centro esta desplazado una distancia Xg a partir
de su posicion de equilibrio.

Aplicando las ecuaciones de movimiento, se tiene

> F, =mX,
FeZ _Fel_Fs :mXG
(FeO _KZXG)_(FeO +K1XG)_FS =mXG
mX g + (K, +K,)Xg +Fy =0, )
Mg =l
F.(R)= 2mR%0
5
Fszngg .............................. @

Remplazando la ec.(2) en (1), resulta

mXs + (K, +K,) Xg +§mR9:O ...... ®

Para el caso en el cual la esfera rueda sin deslizar la
fuerza de friccién es estatica, entonces existe una
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relacion entre la aceleracion lineal y la aceleracion
angular, esto es

Remplazando la ec, (4) en (3), resulta

mX s + (K, +K,)Xg +§m)’(G =0

5K, K)o

X =0
G 7m G
- 5(900 +1200) X, -
7(10)

X s +150X ¢, =0....5)

La ec.(5) constituye la ecuacion diferencial de un
MAS de frecuencia circular dada por

@, =~/150 =12,25rad / s

La frecuencia de vibracién sera

f _£_12,25
27 27
F=L195HzZ.....iieiiiiiee, Rta

La solucidn de la ecuacion diferencial (5), es de la
forma
Xg = ASen(12,25t + @)..ccvveereerine. ©®)

La velocidad del centro de masa de la esfera es

X o =12,25AC0s(12,25t + )............. @)

Remplazando las condiciones iniciales, se tiene

0,075m = ASeng
0=12,25ACos¢

Resolviendo simultaneamente las ecuaciones
anteriores, se tiene

A=75mm
7
=3

Entonces la velocidad y la aceleracion del centro de
masa de la esfera son:

Xs = 758en[12,25t + ijm
Xg = 0,918C05(12,25t + ij/s

La velocidad maxima sera

X =0,92M/S.ccciiiieiiiiiiienneninnd Rta.

Problema 15

La barra uniforme AB de 8 kg esta articuladaen C y
sujeta en A a un resorte de constante K = 500N/m.
Si el extremo A recibe un pequefio desplazamiento
y se suelta, hallar: (a) La frecuencia de las pequefias
oscilaciones, (b) EI minimo valor de la constante K
del resorte para el que habréa oscilaciones.

-
!
i
|
=
=

?Ef:-imm
.
i 40 mm i |
B
S T )
B
Solucién

Datos e incdgnitas

m=8kg;K =500N /m; f =22, K, =??

En la figura se muestra el DCL de la varilla en una
posicion definida por un angulo 0, a partir de la
posicion de equilibrio.

Aplicando las ecuaciones de movimiento de
rotacion a la varilla se tiene
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M. =lca) R X
mg(0.04Send) — KX, (0,165c0s8) = | . i
mg(0,04Send) — K (0,165 SenéCos O = I . a......Q) !

Para angulos pequefios Cosd = 1; y Sen® = 0,
entonces la ecuacion (1), se escribe

0,04mg#—0,165°KA =1 4................ @ i
El momento de inercia con respecto al punto C, es k
| =0,55kg.m?

L2

i
i
i

o e e

Donde la ecuacion (3) en (2), resulta

. Solucién
0,04mgé —0,165°K @ = 0,0558 L.
. ) Datos e incognitas
0,05560 +(0,165° K —0,04mg)0 =0....(4)
La ec. (4) c_ons_tituye la ec. Diferencial de un MAS m,, =12kg;.M 5, =12Kg;. K, = K, =500N /m
de frecuencia circular
L=08m;..f =??
2 En la figura se muestra el DCL del sistema
o, =2 = /0’165 K -0,04mg compuesto por las dos varillas en la posicion de
\ 0,055 equilibrio estatico, asumiendo que los dos resortes
2 _ estan estirados
f= 1 [01657K-004mg @) A
27\ 0,055
Remplazando valores se tiene
Wae
. 1 0,165 (500) — 0,04(8)(9,8) L
2r 0,055
C,
f=222Hz.....ccic Rta
G D
El minimo valor de K, sera aquel valor para el cual Bn =
siempre se mantenga positiva la raiz cuadrada de la l L2 l Lz I
ecuacion(4), esto es
“) For =k(5) Wao Foz =k(&)
0,165?K =0.04mg
=0,04(8)(9,8) Aplicando las ecuaciones de equilibrio, se tiene
Ko =1153N /M., Rta.
Problema 16 2XMc =0
Dos barras uniformes cada una de masa m =12 kg y Fo (E) =FS (E)
longitud L = 800 mm, estan soldadas formando el 2 2
conjunto que se muestra. Sabiendo que la constante K10y = Kopii 0

de cada resorte K = 500N/m y que el extremo A
recibe un pequefio desplazamiento y luego se
suelta, determine la frecuencia del movimiento
subsiguiente.

En la figura se muestra el DCL de las barras cuando
se ha girado un angulo 0 respecto a la posicion de
equilibrio

105
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3,20 + {(500+500)( oésj }6’—12(9,8)( ije =0

#+353=0......().
La frecuencia circular esta dado por

o, =2r.f =.,/353 =594rad /s

La frecuencia de vibracién sera

@, 594
2r 2r
e f=0,95HzZ.....ccooiiiiiiiiiee Rta.
Foi =k(3 - v))
Problema 17

Aplicando las ecuaciones de movimiento de

rotacion al sistema se tiene Una esfera A de 400 g y una esfera C de 280 g

estan unidas a los extremos de una varilla rigida de

LM, =l.a masa despreciable que puede girar en un plano

vertical alrededor de un eje que pasa por B. Hallar

el periodo de las pequefias oscilaciones de la
varilla.

L [ }L
mACg(ESen0)+ K1(5l —Yl)— K2(52 +Y2) ECOSQ) = ICa...(Z)

Para éangulos pequefios Cosf = 1; y Senf = 0,
entonces la ecuacion (1), se escribe

L [ }L

Remplazando la ec. (1) en (3), resulta

mACg(%)6’+[(Kl+ K2)(Y1):k%)= |G Gerrere (D)

Reordenando la ecuacion anterior se tiene i ; i
——de C

Icé{(KﬁKz{;) }e—mACg(;ngo ....... 6) Solucion

El momento de inercia del sistema respecto del Datos e incognitas

punto C serd
m, =0,4kg;. m; =0,28kg;..m,. =0;..T =2?

le = (IC )Ac + (IC )BD En la figura se muestra el DCL del sistema para una
1 1 osicion 0 a partir de la posicion de equilibrio.
:gmAc Lic +EmBD LéD P P P q
~La208)7 + 1 12)08)
3 ’ 12 ’
le =3,2KGM? .o, 6)

Remplazando la ec (6) en la ec,(5), se tiene
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3 Zi 2z
o 1833
T =343%0 .o cceeeeeeeeeiiiiiiiiee e Rta
Problema 18

Un peso de 6 kg pende de un cilindro de 4 kg como
se muestra en la figura, mediante un pasador sin
friccion que pasa por su centro. Escriba la ecuacion
diferencial del movimiento para la posicion Yg(t)
del centro de masa del cilindro y determine el
periodo y la frecuencia del movimiento vibratorio

resultante
BOO Mim
La ecuacion se movimiento de rotacion para el
sistema nos da
XMy =l HW = 250 mm
m,9(0,125Sen0)-m_g(0,2Sen8) = I ycx......... @)

Para angulos pequefios Cosd ~ 1; y Senf = 0,
entonces la ecuacion (1), se escribe

m,g(0125)0-m.g(0,2)0 = I x......... )

Solucion

El momento de inercia respecto al punto B, serd
Datos e incdgnitas

IC )A +(I B )C +(I B )varilla
=m,(0125)° +m.(0,2)* +0
=0,4(0,125)" +0,28(0,2)*

Iy =0,0175KGM2 ..o ®) En la figura se muestra el DCL del blogue en
posicion de equilibrio estatico

I

mg = 6Kkg;..m. =4kg;..R=0,25m;...K =800N /m
Ec.Dif =?7,..f =72,. T =7?

Al sustituir la ec.(3) en (2) resulta
A T,

0,4(9,8)0,125)9 - 0,28(9,8)0,2)¢ = 0,01754.......4)
0,01756 +0,05880 = 0
0 +3360=0................. 6)

- - ’ y
La frecuencia circular sera A

We
o, =./3,36 =1,833rad /s La ecuacion de equilibrio nos da
| periodo de la vib | 2F, =0
£ . . ., tant ,
periodo de la vibracion resultante sera T, =m, g = 6(9,81)
Ty =5886N....viveceiecieieeecerieieeenans 0
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En la figura se muestra el DCL del cilindro en
posicién de equilibrio estatico
We

Tiﬁ Far = l";-'ﬁn

Ta

Aplicando las ecuaciones de equilibrio tenemos
YF, =0

T + Ko, =W, +T,
T, + K5, =4(9,81)+58,86

T+ KS, =98IN oo, )
Y Mg =0
Ko, (R) =Ty (R)
Tio = KOs, Q)

Reemplazando la ec. (3) en (2) resulta

Ko, + Ko, =981
2K, =981 i @
En la figura se muestra el DCL del bloque cuando

se ha desplazado una distancia Y a partir de su
posicion de equilibrio

Wa
vy

Aplicando las ecuaciones de movimiento para el
bloque, se tiene

2 FY = mBaBy
58,86 —T =6Y...ovovrrerermsrerrrnnnens. 6)

En la figura se muestra el DCL del cilindro en
movimiento

Aplicando las ecuaciones de movimiento se tiene

X F, =mag,
T+meg-F,-T, =m.Y,
T+394-K(5,+Y,)-T, =4Y5......... (6)

Mg =lga

T.(R)-F, (R):%mchg

Tl—K(5s+Ye)=%mcR9 ................. 0

Sumando las ec. (5) y (6), se tiene

981-K (5, +Y,)-T, =10¥ ..c0evvvee. @®)

Sumando las ec (7) y (8), resulta

981-2K (5, +Y,)=10Y, + % m.R4...Q)
Remplazando la ec.(4) en (9), resulta

10Y, + %(4)(0.25)9 +2KY, =0
10Y, +0,50 +1600Y, =0.................. (10)

De la cinemética de los desplazamientos se tiene
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Y, =R&

Y5
YG_R9:9:025 ....................... (K]
Ademas
Y Y
%:i:ﬂe:ZYG ....................... 12)

Remplazando las ec.(11) y(12),en la ec.(10), resulta

10Y, +0,5 Yo
0,25

12Y, +3200Y,, =0.....Rta.

j+1600(2YG )=0

La ecuacion anterior constituye la ecuacién
diferencial de un MAS con frecuencia circular

o, =2r.f =./266,67 =16,33rad /s

La frecuencia de vibracion es

po@ 1033 oeHz Rta.
2 2
El periodo
1 1
T=-=—=T=038seg.............] Rta
f 26
Problema 19

Un cilindro uniforme de 13,6 kg puede rodar sin
deslizar por un plano inclinado 15° A su perimetro
estd sujeta una correa y un muelle lo mantiene en
equilibrio como se muestra. Si el cilindro se
desplaza hacia abajo 50 mm vy se suelta.
Determinar: (a) El periodo de la vibracion, (b) La
aceleracion méaxima del centro del cilindro

Solucion

Datos e incégnitas
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m=13,6kg;..6?=15°;..r =0,125m;.T =??,.a_ . =??

max

En la figura se muestra el DCL del cilindro en la
posicidn de equilibrio estatico

x

¥

M

Aplicando las ecuaciones de equilibrio, se tiene

>F, =0
mgSen1s=F, +F j..cccoomiiririiennnnn 0

XM, =0
Foo(N) =Fo (1) @

Remplazando la ec. (1) en (2), resulta

mMQYSeNn1s® =2KJ,.......cvvuvvviiiviinnnn, 3)

En la figura se muestra el DCL del cilindro para un
desplazamiento instantdneo Xg a partir de la
posicion de equilibrio

:Il' L

Aplicando las ecuaciones de movimiento se tiene

Traslacion
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> F, =mX,
mgSen15°—F, — F, =mX,
mgSen15°-F, — K(§S +X, ): 11 T @)
Rotacion
YXMg =lga
F,(r)-F,(r)=1,0
F, (N-K(@O,+ X)) =1g50........... ®6)

Sumando las ecuaciones (4) y (5), resulta

mgSen15°-2Kds, —2KX, = mXg +%m.r.9 ....... ©)

Remplazando la ec.(3) en (6), se tiene
mXG+%m.r.9+2KXe=O ................ O
De la geometria y teniendo en cuenta que el centro

instantaneo de rotacién es el punto de contacto,
resulta

Xe=r0= X, :r.6f:>67:XTG ..... 8)
XG
X, =2r0=2r e = X, =2X;..09)

Remplazando la ec.(8) y (9) en (7), resulta

mX ¢ +;m.r(XG ]+2K(2XG):0
r
3 .
EmXG +4KX, =0

%(13,6))'(6 +4(5250)X ¢ =0
X +1029,4X o =0..ovoovoeenn, (0)

La ec. (10) es la ecuacion diferencial de una MAS
con una frecuencia circular

o, = ZTl — 1029.4 =32,08rad /s

T =0196S€0.....cccceviieiiiamiiiiiiinnnn. Rta)

La solucion de la ecuacion diferencial (10), es

X = ASen(32,08t +@)..cccvverrnennne. 1)

La velocidad y la aceleracion en cualquier tiempo

X =32,08C05(32,08t + ).......om..... 12)
X o =-32,0825en(32,08t + @)........... 13)

Remplazando las condiciones iniciales, resulta
0,05 = ASeng
0=32,08ACos ¢

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones
anteriores, se tiene

A=50mm
_"
=5

Remplazando estos valores obtenidos resulta

Xg = 50.Sen(32,08t + ’;j ............. Rta.

X s =—0,05(32,08)2 Cos(32,08t + )

La aceleracion maxima sera

a, =+o’A=+(32,08)%(0,05)
A = 25L45M/S% e, Rta
Problema 20

Una rueda escalonada que pesa 90 N rueda sin
deslizar por un plano horizontal, segln se indica en
la figura. Los resortes estan unidos a hilos
arrollados de manera segura sobre el cubo central
de 30 cm de diametro. Si el radio de giro del
cilindro escalonado vale 225 mm, escribir la
ecuacion diferencial del movimiento para la
posicion Xg(t) del centro de masa del cilindro y
determinar el periodo y la frecuencia del
movimiento vibratorio resultante.

t——) X(;(t)

1000 N/m

1400 N/m

) i

Solucién

Datos e incdgnitas
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W =90N;..R, =15cm;..R, =30cm;.K, =225mm

Xo(t)=22,.T =22

En la figura se muestra el DCL de la rueda para una
posicion cualquiera X. Las fuerzas que obran son:
el peso (W), la reaccion normal (N¢), la fuerza de
friccion (Fs) vy las fuerzas eldsticas Fe en cada uno
de los resortes

¥

‘ Far = Kk,

ke

. Fs

Xg

M.

Aplicando las ecuaciones de movimiento se tiene

Y F, =mXg
FeZ_Fel_Fs :mXG
K, X, —K X, — Fy = MY oo o)
SMg =10

Fs (RZ)_ FeZ(Rl)_ Fel(Rl) = mKGg
2
Sb ey
R2 RZ RZ

Sumando las ecuaciones (1) y (2), resulta

2
R R ) mKg | .
1]-k1x(1]mx6+[ Gja
Ry Ry Ry

kX, -klxl-kzxz[

2
X, |12 | —kox [ 14 R o +| ™Ke g3
RZ RZ RZ

La cinematica para la rueda muestra una relacion
entre las deformaciones de los resortes y el
desplazamiento del centro de masa de la rueda

111

X, =(R, +R, ¥ =(R, +Rl)[)|;ej ....... 6)

Remplazando las ec. (4), (5) y (6) en la ec (3),
resulta

2 .2 2 .2 2
RS —Rf R1+R2] A [KGJ
ko X — kX =mXa|1+] —
227G 2 1°G 2 G
( R2 ] [ R R2
Remplazando valores se tiene

2 .2 2 .2 2

1400X 30-15 1000X 307+15 918X |1 (22'5)
hadiint i 9, I
G| 402 Gl 32 G 30

Simplificando la ecuacidn anterior se tiene

X +131X g = 0erooroooereeeeeeree. @®)

De la ecuacion diferencial (8), se obtiene la
frecuencia circular.

o, = ZTl = /131 =11.45rad /s

El periodo de la vibracion es

Zl 2

o 1145

=T =0,55seg....Rta.

Problema 21

Un cilindro de masa m y radio R est& conectado con
muelles idénticos de constante k y gira sin
rozamiento alrededor del punto O. Para pequefias
oscilaciones, ¢cudl sera la frecuencia natural?. El
cordon que soporta a W esta enrollado alrededor
del cilindro.

Solucién
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Datos e incégnitas

n 1"' a)n — ??

"m", " RII’ llrll' llkll’

En la figura se muestra el DCL del bloque.

To

W,

Aplicando las ecuaciones de equilibrio al bloque, se
tiene

>F, =0 = T,=Mg (1)

En la figura se muestra el cilindro en equilibrio
estatico.

TN
0,

ki,

mg Ta

Aplicando las ecuaciones de equilibrio para el
cilindro

YM, =0
-k, (r) + k3, (r)+ Mg(R) = 0

@

En la figura se muestra el DCL del bloque pero
desplazados de su posicion de equilibrio estatico.

wy= g

112

Aplicando las ecuaciones de movimiento para el
bloque se tiene

>F, =MY
Mg —T = MY
T =Mg —MY ®?)

En la figura se muestra el Dcl del cilindro cuando
gira un angulo 0

ki) +3.) -

Ty

Aplicando las ecuaciones de movimiento al
cilindro, se tiene

XMy =lga
T(R)+k(5, — X, )(rCos 8) —k(5, + X, \rCos §) = | ;x

Para angulos pequefios Cos® =~ 1; y Senf = 0,
entonces la ecuacién anterior, se escribe

My =l
T(R)+k(&, =X )(N)-k(5,+X,)(N=lea (4

Remplazando la ec. (3) en (4), resulta

MgR —MRY +kd,r —kX,r—kd,r —kX,r=1,a (5)

Al sustituir la ec (2) en (5), resulta

—MRY +-2kX,r = %mRzé (6)

De la cinemética se tiene que

X.=r6 y Y=R4. @
Remplazando la ec (7) en (6), resulta

—MR(R&) +—-2k(ré)r = %mRZH
%mR29+MR29+2kR26:0
4kr?
0+ ———-6=0 8
+(m+2|v|)R2 @
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La ec.(8) constituye la ecuacion diferencial de un
MAS cuya frecuencia circular natural es

Problema 22

Un cilindro uniforme de 4 kg pende en un plano
vertical en el seno de un hilo ligero, como se
muestra en la figura. Si el cilindro de 250 mm de
radio no se desliza por el hilo, escribir la ecuacion
diferencial del movimiento para la posicién Yg(t)
del centro de masa del cilindro y determinar el
periodo vy la frecuencia de la vibracion resultante.

800 N/m

4 kg

Solucion

Datos e incégnitas
m = 4kg;..r = 250mm;.k =800N /m;. Y (t) =??

En la figura se muestra el DCL del cilindro en la
posicion de equilibrio estatico

T Fus = ks

We
Aplicando las ecuaciones de equilibrio, se tiene
2F, =0
Ty +KSg =MG.eiiiiiiiiiiiee O
XM, =0
To(r) =KSg (M)evveiiiiiiiieice 2)

Remplazando la ec.(1) en la ec (2), resulta

En la figura se muestra el DCL del cilindro para
una posicién arbitraria a partir de su posicion de
equilibrio

Fo = kid:+ v.)

&

W = Img

Aplicando las ecuaciones de movimiento de
traslacién y rotacion, se tiene

sz :mYG
Mg —K(Ss + Y. )-T =Myerrrrrirnans (4)
YMg =10
T(r)-k(Gs +y, \r)=1mr?d
T—k(Ss +ye)=2mrd............. ©)

Sumando las ecuaciones (4) y (5), resulta

mg —2k&s —2ky, =my +1mré......(6)

Remplazando la ec.(3) en la ec. (6), tenemos

—2ky, =my+imré.......ccccoovnnne. @

La cinemaética para el cilindro muestra una relacion
entre la deformacién del resorte y el
desplazamiento del centro de masa del cilindro

yG ye
ig="—"="= =2V e 8
g r 2r ye yG ()

tg@;sen&zezy—e
r
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Remplazando lasa ec. (8) y (9) en la ec. (7), resulta

—2k(2Yg )=my + émr(Y]
r

—4kY, = (m+%m)YG

La ecuacion anterior constituye la ecuacion
diferencial de un MAS cuya frecuencia circular es

o - 8k _[8(800
" \3m 3(4)
@, =23,09rad /S.....cooniiiiinie, (K]

El periodo de la vibracion sera
2z 2r
= =T

La frecuencia natural de vibracion sera

gt 1
T 0272
f =368Hz...cccomiiiiiiiieiieiinn, Re.
Problema 23.

La particula B de 0,25 kg de masa esta colocada
sobre una barra rigida BC de masa despreciable
como se muestra en la figura. EI médulo de cada
uno de los resortes es 150 N/m. La tension en cada
uno de los resortes es 10 N cuando la barra BC esté
en posicion vertical. Para iniciar el movimiento
oscilatorio se desplaza al punto B 25 mm hacia la
derecha y se libera a partir del reposo. Calcular: (a)
La ecuacion diferencial del movimiento, (b) La
frecuencia natural de la vibracion, (c) La posicién
angular en funcién del tiempo.

Solucion

Datos e incdgnitas
mg = 0,25kg;. k; =k, =150N /m;.T; =10N;..

t=0:x,=25mm —,v, =0;..Ec.Dif . =??2,..f =7?

En la figura se muestra el DCL de la barra mas la
particula B en la posicién de equilibrio

iy

'IDDmm

I

Aplicando las ecuaciones de equilibrio, resulta

M, =0
T,,(015m)=T,,(0,15m)
LTI PR 0

En la figura se muestra el sistema barra mas
particula B para una posicion arbitraria 0, a partir
de su posicion de equilibrio.

Aplicando las ecuaciones de movimiento de
rotacion, se tiene

YM =1.0
mg(0,255en8)+[(T, —kX)—(T, +kX)[0.15¢c0s6)=1.6...)
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Para angulos pequefios se tiene

senfd=6 y cosf=1

Bajo esta condicién la ecuacion (2) se reduce a:

mg(0,250)- 2kX (045)=m, (0,252
0,25(2.8)0,25)9 - 2(150)0.45)X =0,25(0,25?
0,61250 - 45(0,150) = 0,015625....3)

Simplificando se tiene

0+392,80 = 0. @)

La frecuencia natural se determina a partir de la
ecuacién que define la frecuencia circular, es decir:

o, =2rz.f =./3928rad/s
f =315Hz.i i s e, Rta.

La solucién de la ecuacién diferencial (4), es de la
forma

0 = O,sen(w,t + )
0 =0,5en(19,82t +@)....ovrerrernan. G)

Aplicando las condiciones iniciales, se tiene

01=6,sen¢p

0=19,826, cos¢
Resolviendo simultaneamente las ecuaciones
anteriores, resulta

6, =0,1rad

T

=3

Por lo tanto la ecuacién (5) se escribe
0= O,lsen(19,82t + ’;j .................. Rta.

Problema 24.

Un cilindro uniforme de masa m y radio R esta
flotando en agua. El cilindro est4 unido a un punto
central superior a un resorte de constante k. Si el
peso especifico del agua es T[], encuentre la
frecuencia asi como el periodo de la vibracion
resultante.

115

Solucién

Datos e incdgnitas

m;.R;. K;.p;..f=?2,..T=?

En al figura se muestra el DCL del cilindro en la
posicidn de equilibrio estatico.

Foo =ka,

Aplicando las ecuaciones de equilibrio, resulta

SF, =0
kés +E, =mg
ks + N =mg
kS +7(ARN) =Moo )

En la figura se muestra el DCL del cilindro cuando
se ha desplazada una distancia Y hacia abajo a
partir de su posicion de equilibrio
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Aplicando la ecuacién de movimiento segln el mg = 6kg;.m. =10kg;..r. =0,3m;..d =0,2m
sistema de referencia, se tiene t=0:.y, =50mm;.v, =0;..Ec.Dif =?2?;..f =?2?;
. =77 =7
SF, =my A=72,.Y(t)=77.
mg-E-F, =mY

mg -V — k(5s +Y)= my En la figura se muestra el DCL del cilindro

mg —7(zR? [ +Y)=K(S5 +Y)=mY........(2)

Fo = K —

Remplazando la ec. (1) en la ec. (2), resulta

mY+(7zyR2 +k)Y =0

La ecuacion (3) es la ecuacion diferencial de un W Ta
MAS, con frecuencia circular ©

5 Aplicando las ecuaciones de equilibrio se tiene
k+mR
o, =21 = | ————
1 m

K+ mR? Mo =0
fo b kR Rta. KSg () =Ty (Nl 0
27\ m
i . ., ) En la figura se muestra el DCL del bloque en
El periodo de la vibracidn resultante sera posicién de equilibrio
=t ™ Rta .
f k+mR? :
Problema 25.

-y
Una masa de 6 kg pende de un hilo que esta

arrollado a un cilindro de 10 kg y 300 mm de radio,

como se muestra en la figura. Cuando el sistema W

esta en equilibrio, el punto A se encuentra 200 mm !
directamente encima del eje, el cual estd exento de ,
rozamiento. Si se tira de la masa hacia abajo
desplazandolo 50 mm y se suelta el sistema a partir Aplicando las ecuaciones de equilibrio, resulta
del reposo, determinar: (a) La ecuacion diferencial P q :

que rige el movimiento vertical de la masa, (b) La 2F, =0

frecuencia y la amplitud de la vibracién y (c) La T =M Qe @
posicion de la masa en funcién del tiempo.

¥

Remplazando la ec.(1) en la ec. (2), resulta

2 kN/m
;‘ Kosd =Mg Qe 3)

En la figura se muestra el DCL del cilindro para
una posicion arbitraria 8 a partir de la posicion de
equilibrio.

Solucion

Datos e incégnitas

116
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Wa

Aplicando la ecuacion de movimiento de rotacion
resulta

SM, = 1,0
T(r)—k(§s +X, Xd c0s)=1,0.......0)

Del grafico se observa que x. = d senf, entonces la
ecuacion (4) se escribe

T(r)- k(&s +d.sen 6Xd cosd)=1,6...6)

Para angulos pequefios se tiene que

senfd~6 y cosf~1l............. 6)

Remplazando la ec. (6) en la ec. (5), da
T(r)—k(55 +d.0)d)=1,0
T(r)-kss —kd’@=1mcr?d............. @)

En la figura se muestra el DCL del bloque en una
posicion Y a partir de la posicion de equilibrio

FP.E )

Aplicando las ecuaciones de movimiento se tiene

XF, =mgY
mgg—-T=m,Y
T:mBg—mBY .............. 6)

117

Remplazando la ec. (8) en (7),

(Mmgg—mgY)r)-kdsd —kd?6 = Lm.r2d
mgg.r—kdsd —kd?0=2mer?d+m.Y(r)...0)

Remplazando la ec.(3) en (9) resulta
~kd?0=2mer?d+mgY(r).co.nee. @10)
Teniendo en cuenta que

Y=r0=Y=rf...ccoecevvieer... ()]

La ecuacién (10) se escribe

imer? (Tj +mgY(r)+kd? (Yj

r
2
(%mC +mB)Y+k[(:] Y=0

2
E+6 Y +200 02 Y=0
2 0,3

Y +80,8Y =0...(12)

0

La ec. (12) es la ecuacién diferencial de una MAS
con frecuencia circular dad por

o, =2f =./80,8 rad /s
f = ZLW: f =143Hz......... Rta.
T

La solucion de la ecuacidn diferencial (12), es
Y =Y,5en(8,99t + @)..ocvverienn. 13)
La velocidad seré
Y =8,99Y, cos(8,99t + ¢)......rrvunnnn 14)
Remplazando las condiciones iniciales, se tiene
0,05=Y,sen¢g
0=28,99Y, cosg
Re solviendo, se tiene

Y,=005m y ¢@=n2

Finalmente la posicion en funcion del tiempo seré
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Y = 0,0Ssen(8,99t + ’;j ................. Rta.

Problema 26.

Determine la pulsacion natural o, del sistema
mostrado en la figura. Se desprecian la masa de las
poleas y el rozamiento en ellas.

Solucion.

Datos e incégnitas

K;.m, =m, =m;.0;.0, =??.

En la figura se muestra el DCL del carro, en
posicion de equilibrio

"y

Aplicando las ecuaciones de equilibrio segln las
direcciones mostradas, se tiene

>F, =0
Ty =KIg +Mgsen.........ccocvvveennene. 0O

En la figura se muestra el DCL del sistema del
bloque més la polea
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¥
'.'l" mg
Aplicando las ecuaciones de equilibrio, resulta

SF, =0

Remplazando la ec (2) en (1), se tiene

mz—g =KSg +mgsené........cccocvvvrennn. (©))

En la figura se muestra el DCL del carro cuando se
ha desplazado una cierta distancia X hacia arriba a
partir de la posicion de equilibrio

Fon = k(& + %)

mg

Aplicando las ecuaciones de movimiento, se tiene

> F, =mX
T —mgsen 6 — k(& + X )=mX
T =mgsen @ + k(55 + X )+mX....... @)

En la figura se muestra el DCL del bloque més la
polea cuando se ha desplazado una distancia Y
hacia abajo a partir de su posicion de equilibrio
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mg

Aplicando las ecuaciones de movimiento, se tiene

XF, =mY

Remplazando la ec. (4) en (5), resulta

mg —2mgsen & — 2k(55 + X )—2mX =mY......E)

Por cinematica de movimientos dependientes, se
tiene

X, +2Y, =constante
X +2Y =0=[X] = 2V} v W)

Remplazando la ec (7) en (6) resulta

mg —2mgsen & — 2k(J + X )—2mX = m()z(j...(B)

Al sustituir la ec. (3) en (8), se tiene

m(;()+ 2mX +2kX =0

5mX +4kX =0
)’(+ﬁX:0 .................. 10)
5m

La ec. (10) constituye la ecuacion diferencial del
MAS con una frecuencia circular expresada por

119

2.5.2. Vibraciones amortiguadas

Problema 27.

Un blogue de masa m se desliza por una superficie
horizontal exenta de friccion, como se muestra en la
figura. Determine el coeficiente de
amortiguamiento ¢ del amortiguador Unico que
podra sustituir a los dos representados sin que
cambiara la frecuencia de vibracion del bloque.

—ii
50 (=]
M v ="

Solucién

Datos e incdgnitas

m; ue =0,c=7?

En la figura se muestra el DCL de la masa m, para
un desplazamiento x a partir de la posicion de
equilibrio

&

[ Fa=

Fyy

Aplicando las ecuaciones de movimiento segun las
direcciones mostradas, se tiene

> F, =ma,

—k, X +k,X —F,, —F,, =mX
—(k; +k,)X —¢c; X —¢, X =mX
mX +(c; +¢,)X +(k, +k,)X =0

Por lo tanto el coeficiente de amortiguamiento
Unico sera

C=c¢, +C, Rta.
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Problema 28

Un bloque que pesa 50 N pende, en un plano
vertical, de dos resortes y de un amortiguador,
como se muestra en la figura. Si se desplaza el
bloque 175 mm por encima de su posicién de
equilibrio y se suelta dandole una velocidad inicial
hacia arriba de 3,75 m/s cuando t = 0, determine:
(a) La ecuacion diferencial que rige el movimiento,
(b) El periodo de la vibraciéon resultante, (c) la
posicion del blogue en funcion del tiempo vy (c) El
primer instante t; > 0 en que el bloque pasa por su
posicion de equilibrio.

1333 NmE

iE

Solucion

Datos e incégnitas

W =50 N; k; =1333N/m;k, = 1000N/m; ¢
=83,3N/m; Paraty =0, yo =175 mm, v =
3,75 m/s;

Ecdif=¢??; T=2?, Y =f(t); 1, >0

En la figura se muestra el diagrama del bloque en la
posicion de equilibrio, aqui la fuerza viscosa es
nula.

Fa= k.l."!'

"Fo=10
1

Fa = Kaiba

Aplicando las ecuaciones de equilibrio se tiene

SF, =0

k5, —K,8, ~W =0 )

En la figura se muestra el DCL del blogue para una
posicién arbitraria Y a partir de la posicion de
equilibrio

120

Foo = Kl - ¥) w Fv =¥V

Aplicando las ecuaciones de movimiento en
direccion Y se tiene

XF, =mY
K (5, =Y) =K, (5, +Y)-W —cY =mY  (2)
Remplazando la ec (1) en (2), resulta
mY +cY +(k, +k, )Y =0
:(; Y +83,3Y +(1333+1000)Y =0
Y +16.34Y +457,26Y =0 (3)

La solucién de la ec diferencial (3) Es de la forma

y — Ae/it
y = AAe™

Remplazando las ecuaciones anteriores se obtiene

Ae™ (12 +16,344 + 457,6)= 0

La ecuacién caracteristica es

(22 +16,342 + 457,6)=0

La raices de la ecuacion caracteristica son

Jup =—817+i(19,76)

De la ecuacion anterior se obtiene que

y=8,17
wq = 19,76
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El periodo sera resultante, (c) la posicion del bloque en funcién de
tiempo.
T4=0,318
L L | 833 N/m
La posicion del blogue en cualquier instante es ——AW—

167 N - s/m

y = Ae "sen(w,t + @)

y = Ae®'sen(19,76t + ¢)
1333 N/m

=
La velocidad es ;[——

y = Ae 17 [8175en (19,76t + ¢) + 19,76 COS(LO, 76t + &) Solucion
Datos e incdgnitas

Aplicando las condiciones iniciales
W =100 N; k; = 833N/m;k, = 1333N/m; ¢ = 167
N.s/m; Paraty =0, Xg =75 mm, vo = 1,25 m/s;

0175= Aseng
Ecdif=¢??;, T=?2; Y =1(t); t; >0

3,75=-817Aseng+19,76 Acos . .
¢ ¢ En la figura se muestra el diagrama del bloque en la

posicion de equilibrio, aqui la fuerza viscosa es

Resolviendo estas ecuaciones se tiene nula.
¢ =2141rad
A=0,177mm
La posicion en cualquier instante sera Fo = Kid,
X

y =0177e*"'sen (19,76t +1,14)
El tiempo t; > 0, se determina haciendo Y =0

0=0177e %" sen (19,76t +114) Aplicando las ecuaciones de equilibrio se tiene

. F,=0
Calculando el valor de t se obtiene 2Fy 1)
TO = I(151
T=0,1seg Rta. En la figura se muestra el DCL de la polea movil
Ta T
Problema 29. !
Un blogue que pesa 100 N se desliza por una
superficie sin friccion, segin se indica. Los dos
resortes estdn sometidos a traccion en todo
momento y las poleas son pequefias y sin friccion.
Si se desplaza al bloque 75 mm a la izquierda de su
posicion de equilibrio y se suelta dandole una
velocidad de 1,25 m/s hacia la derecha cuando t = =k
Fa = Kib;

0, determine: (a) la ecuacion diferencial que rige el
movimiento, (b) el periodo de la vibracion

121
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Aplicando las ecuaciones de equilibrio k
T="(6,-Y) (5)
2F, =0 Remplazando la ec (5) en (4), resulta
)

"72(52 SY)-oX —ky (4 X)=mK (6)

Comparando las ecuaciones (1) y (2), se tiene _
Remplazando la ec (3) en (6) se tiene

2ki6) =ky6, @)* K
mX+cX+k1X+72Y:O (7
En la figura se muestra el DCL del bloque para un Por cinematica de movimiento dependiente se
desplazamiento x hacia la derecha. obtiene
X=2Y
H 8
v Y=X/2 ®)

Al remplazar la ec (8) en (7), resulta

Fu = Ki(5 + )
1 mX +cX +(k; +k, /4)X =0

10,2X +167X +[833+13433)X =0

[Fy=c¢v
......................................................................... -
X
X +16,37X +1144,34X =0 9)
Aplicando la segunda ley de newton, se tiene La solucion de la ecuacion diferencial es de la
forma
_ Apt
> F, =mX y=~Ae
y = Ahe™
T —cX —ky (8, +X)=mX (4) (10)
En la figura se muestra la DCL de la polea Remplazando las ecuaciones anteriores se obtiene
imponderable, para un desplazamiento Y hacia
2baje e (22 +16,374+114,34)=0
PE x, e +16, +114,34)=
La ecuacion caracteristica es
r
A% +16,374+114,34=0 (11)
Las raices son
' Xy =-82+i(69) (12)
y Fe = Kalfi; - v)
! De la ecuacion anterior se obtiene que
Aplicando la segunda ley de newton se tiene v=382 (13)
®wg=6,9 (14)
>F o =mY La posicion del blogue en cualquier instante es

kp(6, -Y)-2T =0 X = Ae "'sen(wqt + @)
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X = Ae ®?sen(6,9t +¢) (15)

La velocidad en funcion del tiempo es
X = Ae 8% [-8,25en (6.9t + @) +6,9cos(6,9t + ¢)|

Remplazando las condiciones iniciales

—0,075 = Aseng
1,25=-8,2Asen¢ +6,9Acos ¢

Resolviendo estas ecuaciones se tiene

¢ =-0,68rad
A=0119m

Por lo tanto la posicion en cualquier tiempo es

X =0,119e*?sen(6,9t - 0,68)

El tiempo t > 0 para el cual v = 0, se obtiene de la
velocidad

X =0119e #[-8,2sen(6.9t - 0,68) + 6,9 cos(6,9t - 0,68)]

0=0,119e®?1[-8,2sen(6.9t, - 0,68) +6,9cos(6,9t; - 0,68)]

Resolviendo eta ultima ecuacion se determina el
tiempo solicitado

t;=0,19s Rta.

Problema 30

Dos barras esbeltas estan soldadas segln se indica.
La barra ABC pesa 10 N y en la posicion de
equilibrio esta horizontal. La barra BD pesa 15 N y
en la posicion de equilibrio estd vertical.
Determine: (a) a) la raz6n de amortiguamiento C.
(b) el tipo de movimiento y (c) la frecuencia y el
periodo del movimiento (si procede).

123

Solucién

Datos e incdgnitas

Wagc = 10 N; Wep =15N k= 40N/m ¢ = 167 N.s/m;
(a) & = ??; (b) Tipo de mov; (c) T =72, f=¢?

En la figura se muestra el DCL del sistema de
varillas para una posicion angular 6 cualquiera

Aplicando las ecuaciones e movimiento al sistema,
se tiene

2 Mg =1gd 1
-Mg59(0,3send) kY (0,2cos ) - F, (0,2c0s6) = I ;6

Para angulos pequefios sen = 0 y cos0 =1,

—Mg,9(0,30)—kY (0,2)-c(0,26)(0,2) = 1,6
~15(0,3)6 - 40(0,2%)6—80(0,2%)0 = 1,6

La ecuacién diferencial de la vibracion sera

150+320+610=0  (2)

Se procede a determinar el momento de inercia de
las varillas respecto al punto B

2 2
lg = ﬁmABc L'asc +%mBD Lsp
= 5(E$04)? +1(5)(06)°

I =0,197kgm? ©)
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Remplazando la ec. (3) en (2), se tiene y A~

01976 +320+30960=0 Rta.
Parte (a). Célculo de la razén de amortiguamiento

Cett 3,2
5 = =
2Jmeff ket 2,/0,197(30,96)

E=146 Rta.

Parte (b) Tipo de movimiento. Como la razén de
amortiguamiento es mayor que la unidad, el Ne We A
movimiento es sobre amortiguado.

Parte (c). Como el movimiento es sobre Aplicando las ecuaciones de equilibrio, se tiene
amortiguado no hay periodo ni frecuencia.
>F, =0
Problema 31. mgsend — Fg —k& =0 1)
Un cilindro uniforme de 5 kg rueda sin deslizar por
un plano inclinado, segin se muestra. El resorte 2 Mg =0 @)
esta unido a un hilo ligero inextensible, arrollado Feo(r)-ks(r)=0
sobre el cilindro y el amortiguador lo estan a un
pequefio pasador sin friccion situado en el centro G Remplazando la ec. (2) en (1), resulta
del cilindro de 400 mm de diametro. Determine: (a)
la razon de amortiguamiento. (b) el tipo de mgsen @ — 2ks = 0 A3)

movimiento y (c) la frecuencia y el periodo del
movimiento (si procede).

desplazamiento x del centro de masa.

P 'I ,2 kKN/m .

Solucion

Datos e incdgnitas

m = 5kg, k =1200 N7m; c=400 N.s/m; 6 = 15°

(@) ¢=22 (b)tipodemov.; (c) T = ¢? f=¢? Aplicando las ecuaciones de equilibrio, se tiene
En la figura se muestra el DCL del cilindro en 2 Fy =mag,
posicién de equilibrio estatico. mgsen @ — Fr —K(5 + X ) —cX g =mX @)

Fr(r)—k(6+ X Xr) =156

Fr—k(+X,)=1g0/r (5)
124

En la figura se muestra el DCL del cilindro para un
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Sumando la ec. (4) y (5), resulta

Lo
mgsen @ — 2K (S + X ) —cX g = mX +G—9
r

Remplazando la ec. (3) en (5), se tiene

mX + 189 | ex +2kX, =0 (6)
r

Relaciones cinematicas. Tomando como centro
instantanea al punto de contacto

X, =2r0

Remplazando la ec. (7) en (6) y el valor del
momento de inercia, resulta

Remplazando valores, se tiene
3, .
E(5)XG +400X +4(1200)X s =0

75X +400X +4800X 5 =0
La razén de amortiguamiento sera

Ceff 3 400
2x/meff ket 2./7.5(4800)

E=

£=105

Como la razén de amortiguamiento es mayor que la
unidad el movimiento es sobre amortiguado

Por lo tanto no existe periodo ni frecuencia.

Problema 32

Calcular la razon de amortiguamiento & del sistema
representado en la figura si la masa y el radio de
giro del cilindro escalonado son m = 9 kg y Kg =
140 mm, la constante del resorte es k = 2,6 kN/m y

el coeficiente de amortiguamiento del cilindro
hidraulico es ¢ = 30 N.s/m. El cilindro rueda sin
deslizamiento sobre su radio r = 150 mm vy el
resorte tanto a traccién como a compresion.

Solucion
Datos e incdgnitas

M =9 kg; Kg =140 mm; k = 2600 N/m; r = 0,15m
¢ =30 N.s/m

En la figura se muestra el DCL de la rueda en
posicion de equilibrio

Aplicando las ecuaciones de equilibrio resulta

SF, =0

Fr —kd, =0 )
2 Mg =0

Fr() =0 )

Remplazando (2) en (1), resulta
kd, =0 3)

En la figura se muestra el DCL de la rueda para un
desplazamiento X de su centro de masa.
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F.=k{.‘-.+x.]“'f
B

Aplicando las ecuaciones de movimiento resulta
> F,=mX
Fr —F.—F, =mX

Fr —kXg —cX =mX 4)

ZMG = IGg
—Fg(r)=mKZd ©)
~Fr =mK&d/r
Sumando las ecuaciones (4) y (5), resulta
,  mK&

Relaciones cineméticas. Tomando como centro
instantaneo el punto de contacto de la rueda con el
piso.

g Xe

r

Remplazando la ec. (7) en (6), se tiene

. K& (X
r r

K2

Remplazando lo valores dados en el problema
resulta

16,84X & +30X +2600X c =0

La razon de amortiguamiento sera

Cef 30
§ = =
2Jmeff ket 2,/16,84(2600)

£=0,0716 Rta.

Problema 33.

Para el sistema representado escribir su ecuacion
diferencial de movimiento en funcién de la variable
Xx. Hallar la expresion del indice de
amortiguamiento & en funcion de las constantes del
sistema indicadas. Desprecie la masa de la palanca
AB 'y suponer que se efectlan pequefias
oscilaciones en torno a la posicién de equilibrio
representada.

Solucion

Datos e incdgnitas
M; k; c; a; b; ec. Dif =¢?

En la figura se muestra el DCL del bloque m

To

W=mg

Feo = ks

Aplicando las ecuaciones de equilibrio, resulta

ZFy =0
Ty =mg +kdg Q)
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En la figura se muestra el DCL de la palanca Aplicando las ecuaciones de movimiento, resulta.
acodada

ZMO =|09

Debido a que la palanca es de masa despreciable, el
momento de inercia es nulo

-T(acosd)—-F, (bcosd)=0

Para angulos pequefios cosb = 1, entonces

T@)+F,(b)=0 (5)
Aplicando las ecuaciones de equilibrio, resulta
>M, =0 Reemplazando la ec(5) en (4), se tiene
To(@)=0 2
(@) @) [mY +mg +k(55 +Y)la+cv(b) =0 (6)

Remplazando la ec. (2) en (1), se tiene L
Al sustituir la ec. (3) en (4), resulta

0=mg+ké 3
g+H%0s ) (mY +kY)a+cv(b) )
En la figura se muestra el DCL del bloque para un . . .
desplazamiento Y a partir de su posicion de De la geometria de la figura se obtiene
equilibrio y
seng =" =V
a b
v, = 2y
W=mg a
B
vy =—Y 8
V= )

Foo = k(& + %) Remplazando la ec. (8) en (7), se tiene

X 2

' v+ LY ay =0
Aplicando la segunda ley de Newton se tiene may + +kar =
2Py =m¥ b?,  k
T —mg—k(s +Y) =mY Yo VY=o O
T=mY+mg+k(5g +Y) 4)
La razén de amortiguamiento sera
En la figura se muestra el DCL de la palanca Ceif cb? /ma?
acodada para una posicion angular cualquiera. ¢= =

2\/meff Kett ) 2,k /m)

b2
&= ¢ Rta.

 2a2./mk

127
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2.5.3 Vibraciones forzadas.
Problema 34

Dos esferas de M = 2 kg de masa cada una estan
soldadas a una barra ligera que esta articulada en el
punto B. Una segunda barra ligera AC esta soldada
a la anterior. Se aplica una perturbacidn en el punto
A igual a F =F, Senwt. En el otro extremo C, se
encuentra un muelle recuperador que cuando AC
esta horizontal no presenta deformacion. Si la
amplitud de la rotacién estacionaria del sistema se
mantiene por debajo de 20.107 rad, ¢ Qué rango de
frecuencias ® estd permitido?. Utilizar los
siguientes datos: | = 300 mm; K = 7000N/m; Fo =
10N; a = 100 mm.

F . =senw!

0

Solucion

En la figura se muestra el DCL del sistema
compuesto por las dos masas mas las dos varillas

F = Fesen(mt)

Mg

Aplicando las ecuaciones de movimiento, se tiene

128

Z Mg =lga
F(acosd) + (Mg — Mg)lsend — F,acosf = | s
Para angulos pequefios COS# ~ 1, entonces

F(a)-F.(a)=lga
aF,senat = 1z + (kx, Ja

aFysenat = (MI2 +MI Z)a +(kx, Ja
aF,senot = (ZMI 2)9 +(kx, Ja

0,1(10)senat = 2(2)(0,3)%& + 7000(0,1)? @

0,366 + 700 = senat )
La solucion permanente es de la forma
0 = 6,senmt )
La velocidad y la aceleracién se expresan
0 = w0, cosmt ©)
0 = —w?f,senat @)

Remplazando las ec. (2), (3) y (4), en(1) resulta
0,36(— a)zeosena)t)+ 700,senat = senot
Simplificando se tiene

0,360°6, + 708, =1

0,[70- 0,360 |=1
Remplazando valores se obtiene

w==7,45rad/s

Problema 35

Dos barras uniformes iguales cada una de masa m
estan soldadas formando un angulo recto y estan
suspendidas, tal como se muestra, de un eje
horizontal que pasa por O: hallar la pulsacion
excitadora critica ¢ del bloque B capaz de
producir en el sistema unas oscilaciones de
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amplitud excesiva. La masa del conjunto soldado es
m.

Lz SR i/

-~
=
¢ =

1
: BE—IB=bsenwt

@

<
e

Solucién

En la figura se muestra el DCL del sistema formado
por las dos varillas.

]

Aplicando las ecuaciones de movimiento, se tiene
D> M, =l
F. (L cosd)-F, (L cosd)-mg(L send)= 1,
Para dngulos pequefios, senf =~ 0y cosb = 1.
k() -k 0 - ys N3)-ma(30)=toa
Simplificando la ecuacidn anterior, resulta

2
Ioa+k:1«9+mgl =EyB

1
> , 1)

El momento de inercia esta dado por

_1 2,1 2
lo=3ml+5ml

5ml?
l,=— 2
°= 1o @
Remplazando la ec. (2) en (1), se tiene
2 2
UL 0+ &+ mgl 0 = ﬁbsena)t
12 2 2 2

129

Simplificando la ec , resulta

g+[6kl+6ng9: 6kb

5mi

senawt

5mi

La ecuacién obtenida es una ecuacién diferencial
que describe el movimiento forzado sin
amortiguamiento. Su frecuencia natural circular
esta dada por la ecuacion

o = 6(&9)
5(m |

La pulsacion para la resonancia es

6(k g
=w,=_|-| —+> | Rta
o = o, \5(m+|) a

Problema 36

EL elemento de fijacion B recibe un movimiento
horizontal Xg = b cos ot. Deducir la Ecuacion
diferencial del movimiento de la masa m y definir
la pulsacion critica oc para la cual las oscilaciones
de la masa se hacen excesivamente amplias.

| |xg=b cos wt

Solucion

En la figura se muestra el DCL de m para un
desplazamiento x a partir de su posicién de
equilibrio.

:-'jl W=mg

[ Nz

Aplicando las ecuaciones de movimiento al DCL,
resulta

~-F,-F, -F, =ma,
— kX =K, (X = Xg ) —CX = mX
mX + X + (k; + K, )X = K, Xg
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mx + cx + (k; + Kk, )x = k,bcosat

La frecuencia natural es

La frecuencia de resonancia esta dada por

k, +k
a)C:a)n: 71m2

Problema 37.

Rta.

Los dos bloques mostrados en la figura pende, en
un plano vertical, de una barra de masa
despreciable que esta horizontal en la posicion de
equilibrio. Si se aplica al punto D de la barra una
fuerza P(t)=20sen(Qt), determine la maxima
amplitud de la oscilacion estacionaria del bloque de
50 N.

20 sen QI N

2.5 kN/m

Solucion

En al figura se muestra el DCL del bloque de 50 N
en equilibrio estatico.

To

t

)
F-','=n

Aplicando las ecuaciones de equilibrio, se tiene

SF, =0

T, —50N =0 1)
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En la figura se muestra el DCL del blogue de 75 N.
Ta

= TEN

Fan = kit
Aplicando las ecuaciones de equilibrio, resulta
> F, =0
To—ks—75N =0 @

En la figura se muestra el DCL de la barra de masa
despreciable en equilibrio

To

Tomando momentos respecto a B, se tiene

ZMB =0

T,(0,15)-T,(0,450) =0 (3)

En la figura se muestra el DCL del bloque de 50N
para una posicion Y.
vt

T‘n

FE X

La segunda ley de Newton nos da

ZFy =ma,
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50
T, -50-cy =—
1 y 98Y

T, =50+cy =51y (5)

En la figura se muestra el DCL para el bloque de
75N para un desplazamiento respecto a su posicion

de equilibrio.
PE o X
T
Tz
¥
lw, 75M
¥
' Fo=Ki(5-v)

Aplicando la segunda ley de Newton

> F, =mya,,

k(S —y,)+75-T, = >

@b

T,=75+k(5-y,)-765y, (6

En la figura se muestra el DCL de la barra para un
desplazamiento angular cualquiera

F =20 sen (Qt)

Aplicando las ecuaciones de movimiento, resulta

ZMBZIBa

0,15T, cos 6 -0, 45T, cos 8 + 20senQt (0, 225¢0s6) = 0
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Para angulos pequefios cosf = 0, entonces se tiene
0,15T, —0,45T, =-20senQt (0, 225) )

Remplazando (5) y (6) en (7), y en este resultado se
reemplaza la ecuacion (4), se tiene

2.68y +14,85y +125y = 4,5senQt

La solucion particular tiene una amplitud

Y, = I:O,eff
=
\/(keﬁ - mQZ)2 + (ceff Q)2
- 45
o=

Ja25-2,6802f +(14850)°

La méxima amplitud se obtiene derivando la
ecuacion anterior respecto de Q. Al realizar la
derivada e igualarlo a cero se tiene

Q=559rad/s

Remplazando el valor de la frecuencia circular
obtenida en la amplitud de la vibracién de estado
permanente se tiene

4,5

Ym = >
\/(125— 2,68(559)2 ) +(14,85(5,59))°

Yimax = 48,5mm Rta.
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2.6 PROBLEMAS PROPUESTOS.

2.6.1  Vibraciones libres

Con la hipétesis de ausencia de deslizamiento,
hallar la masa m del blogue a colocar encima
del carrito de 6 kg para que el periodo del
sistema sea de 0,75 segundos. ;Cual es el
coeficiente de rozamiento estatico minimo s
del sistema para el cual el blogue no resbala
sobre el carrito cuando éste se aparta 50 mm de
la posicidn de equilibrio y luego se suelta?.

u(’
[l /
6kg

600 N/m
W —

Si los dos resortes estan sin deformar cuando la
masa se halla en la posicion central
representada, determine el desplazamiento

estatico de la misma, ¢Cual es el periodo de las
torno a

oscilaciones en la posicion de

equilibrio?.

Hallar la frecuencia natural f, de las
oscilaciones verticales del cilindro de masa m.
despreciar la masa del cilindro escalonado y el
rozamiento del mismo.

La plataforma A de 50 kg estd unida a los
resortes B y D de constante k = 1900 N/m cada
uno. Se desea que la frecuencia de vibracion de
la plataforma no varie cuando sobre ella se
deposita un bloque de 40 kg, por lo que se
afade un tercer muelle C. Determine la
constante del resorte C.
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Un blogue de 35 kg estd soportado por el
dispositivo de muelles que se muestra. Desde

su posicion de equilibrio sufre un
desplazamiento vertical descendente y se
suelta. Sabiendo que la amplitud del

movimiento resultante es 45 mm, halle: (a) la
ecuacion diferencial que gobierna a cada uno
de los movimientos de los bloques (b) el
periodo y la frecuencia del movimiento, (c) la
velocidad y la aceleracion maximas del blogue.

9

i 16 kKN/m -
= =
I = 16kN/m
B ‘
895
& >
= 16 kN/m
:z 3 F
8 kN/m g = 8KkN/m ‘
e 9 | "

Una corredera de 5 kg descansa sobre un
muelle sin estar unida a él. Se observa que si la
misma se empuja 180 mm o mas hacia abajo y
se suelta pierde contacto con el muelle. Halle:
() la constante del muelle, (b) la posicién,
velocidad y aceleracién de la corredera 0,16 s
después de haberse empujado 180 mm hacia
abajo y soltado.

Una barra uniforme AB de 750 g estd
articulada en A y unida a dos muelle, ambos de
constante k = 300 N/m. Halle: (a) la masa m
del bloqgue C para que el periodo de las
pequefias oscilaciones sea 0,4 s, (b) Si el
extremo se desplaza 40 mm y se suelta, halle la
velocidad méaxima del bloque C.
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10.

600 mm —}~— 500 mm

Una barra uniforme AB de 8 kg esta articulada
en A a un soporte fijo mediante los pasadores
B y C a un disco de 12 kg y 400 mm de radio.
El muelle sujeto en D mantiene el equilibrio de
la barra el a posicion representada. Si el punto
B se mueve 25 mm hacia abajo y se suelta,
halle: (a) el periodo de la vibracion, (b) la
velocidad maxima del punto B.

A4

AVAVAVAVA\ 4

PAARRAR

o _—
I;IZOOmm——>l

Una esfera A de 400 g y una esfera C de 280 g
estan unidas a los extremos de una varilla AC
de 560 g que puede rotar en un plano vertical
alrededor de un eje que pasa por B. Halle el
periodo de las pequefias oscilaciones de la
varilla.

125 mm |

200 mm |

L&

Una barra uniforme esbelta de 3 kg estd
atornillada a un disco uniforme de 5 kg. Al
disco estd sujeto un muelle de constante 280
N/m que estd sin deformar en la posicion
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11.

12.

representada. Si el extremo B de la varilla
recibe un pequefio desplazamiento a la
izquierda y se suelta, halle el periodo de la
vibracion del sistema.

h%L&/N&J\éW
f*,

300 mm

1
J

Un brazo ABC de 635 g esta sujeto en B por un
pasador y en C a un muelle: En C esta
conectado a una masa de 11,4 kg unida a un
muelle. Sabiendo que ambos muelles pueden
trabajar a compresién o a traccion, halle la
frecuencia de las pequefias oscilaciones del
sistema cuando la masa reciba un leve
desplazamiento vertical y se suelta.

3 k=350 N/m
B-AA

! 300 mm

Una masa de 4 kg esté& suspendida en un plano
vertical segin se muestra. Los dos resortes
estan sometidos s y traccion en todo momento
y las poleas son pequefias y sin friccion. Si se
lleva a la masa a 15 mm por encima de su
posicion de equilibrio y se suelta con una
velocidad de 750mm/s hacia abajo cuando t =
0. Halla: (@) La ecuacion que rige al
movimiento, (b) el periodo y la amplitud de la
vibracion resultante, (c) la posicion de la masa
en funcion del tiempo.
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13.

14.

15.

Un disco delgado de 2 kg y radio r = 200 mm
pende por su borde de un pequefio pasador sin
friccion, como se muestra en la figura. Escribir
la e. D del movimiento para la posicion angular
0(t) del disco y determinar el periodo y la

frecuencia  del movimiento  vibratorio
resultante.
200 mm

El hilo ligero atado al bloque de 50 N de la
figura esta arrollado a un cilindro uniforme de
35 N. Si el hilo no se desliza por el cilindro,
escribir la e. D del movimiento para la posicién
y(t) del bloque de 50 N y determine el periodo
y la frecuencia de la vibracion resultante.

667 Nim

¢Cual es la frecuencia natural de vibracién
torsional del cilindro escalonado?. La masa del
cilindro es de 45 kg y su radio de giro es de
0,46 m. Utilizar los datos siguientes: D; = 0,3
m; D, = 0,6 m; K; = 875 N/m; K, = 1800N/m y
W,a =178 N.
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15.

16.

16.

Dos cuerdas eldasticas estan unidas a una pelota
de masa m y estiradas a una tension inicial T.
Si la pelota recibe un pequefio desplazamiento
lateral y se suelta, determine la frecuencia de la
vibracion resultante.

Un cilindro escalonado de 3 kg se mantiene
sobre un plano inclinado mediante un muelle
cuya constante es k = 400 N/m. El radio de giro
del cilindro con respecto a su centro de masa es
Ks = 125 mm; R;= 100 mm y R, = 200 mm.
Determine: (a) La ecuacion diferencial del
movimiento del carrete, (b) El periodo y la
frecuencia para pequefias oscilaciones.

20°

Una barra uniforme ABC de 2 kg esta sujeta
por un pasador en B y sujeta en C a un muelle.
En A esta conectada a un bloque DE de 2 kg,
qgue puede rodar sin deslizar, unido a un
muelle. Sabiendo que ambos muelles pueden
trabajar a traccion o a compresion, determine la
frecuencia de las pequefias oscilaciones del
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17.

18.

19.

sistema cuando la barra se gira levemente y s
suelta.

k=50 N/m_

0

600 mm

300 mm

k=50 N/m

Sobre dos poleas A y B que rotan en sentidos
opuestos descansa una barra de masa m y
longitud L. Siendo px el coeficiente de
rozamiento cinético entre la barra y las poleas,
halle la frecuencia de vibracion si la barra
recibe un leve desplazamiento hacia la derecha
y se suelta.

Sobre una superficie horizontal se deposita un
semicilindro macizo y se le hace rotar un
pequefio angulo y se suelta. Suponiendo que
rueda sin deslizar. Determine la frecuencia de
sus oscilaciones pequefias.

=

Hallar el periodo T del sistema si la pieza
articulada AB de masa m, esta horizontal en la
Posicion de equilibrio estatico representada. El
radio de giro de AB con respecto a O es Kq y
su centro de gravedad estd ubicado en el punto
G. Suponga pequefias oscilaciones.

135

20.

21.

22.

Una varilla delgada uniforme tiene una masa
de 3 kg. Halle la posicion x en que debe
encontrarse el cursor de 1 kg de masa para que
el periodo del sistema sea 0,9 segundos.
Suponer pequefias oscilaciones en torno a la
posicion horizontal de equilibrio representada.

l 0,8m —]
T
| i 1
= =
1kg

é75N/m

Los dos bloques mostrados en la figura se
deslizan por sendas superficies horizontales sin
friccion. Las barras de conexion tienen peso
despreciable y en la posicion de equilibrio,
ABC esté vertical. Supongase oscilaciones de
pequefia amplitud y determine. (a) la ecuacion
diferencial del movimiento del blogue de 75 N
y (b) la pulsacion propia de la oscilacion.

333 N/m

Una barra de 1 m de longitud y 120 N de peso
se mantiene en posicion vertical mediante dos
muelles idénticos cada uno de los cuales tiene
una constante k igual a 50 000 N/m. ¢(Qué
fuerza vertical P hara que la frecuencia natural
de la barra alrededor de A se aproxime a un
valor nulo para pequefias oscilaciones.
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L

; K 4
- kﬂ\/v\/\/\q

0,8 m K
— —’\/\/\/\/\r—“

0,2m
v A

e

23. Una barra de masa m y longitud L esta fija en
la posicion vertical mediante dos muelles
idénticos cuya constante es K. Una carga
vertical P actGa en el extremo superior de la
barra ;Qué valor de P, en funcién de m, L y K,
hard que la barra tenga una frecuencia natural
de oscilacion alrededor de A proxima a cero
para pequefias oscilaciones?. ;Qué significado
fisico tiene esto?

K ¥ K

2.6.2. Vibraciones Amortiguadas.

24. Halle el valor de la razén de amortiguamiento
del dispositivo sencillo compuesto de una
masa, amortiguador y resorte.

b— x
c=42N-s/m I
2kg
A —

k = 392 N / m I ——

25. Halle el valor del coeficiente de
amortiguamiento viscoso para el cual la raz6n
de amortiguamiento del sistema vale. (a) 0,5 y
(b) 1,0

26. Halle el valor del coeficiente de
amortiguamiento viscoso para el cual es critico
el amortiguamiento del sistema representado.

BT

&

.

= 35kN/m

==

l: 36 kg

27. Halle la raz6n de amortiguamiento del sistema
representado. Se desprecian las masas de las
poleas y el rozamiento en las mismas y se
supone que el cable esta siempre tenso.

28. (@) Deduzca la ecuacion diferencial de
movimiento para el sistema que se muestra. (b)
Determine la amplitud de la vibracién de
estado estable y el angulo por el que x se atrasa
aysim=6kg, k=8kN/m,c=40N.s/m, Y =
80 mmy w = 30 rad/s.

29. Se muestra una barra de 2,25 m de longitud y
250 N de peso en la posicion de equilibrio
estatico y soportada por un muelle de rigidez k
=12 N/mm. La barra estd conectada a un
amortiguador con un  coeficiente de
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30.

31

amortiguamiento ¢ = 50 N.s/m. Si un momento
impulsivo proporciona a la barra una velocidad
angular en el sentido de las agujas del reloj de
0,5 rad/s en la posicion que se muestra. ¢Cual
sera la posicién angular de A parat=0,2 s?.

E i

Una bola esférica de 134 N de peso esta
soldada a una barra ligera vertical que, a su
vez, esta soldada en el punto B a una biela
horizontal. Un muelle de rigidez k = 8,8 N/mm
y un amortiguador ¢ = 179 N.s/m esta
conectados a la biela horizontal. Si A se
desplaza 75 mm hacia la derecha, ¢Cuanto
tiempo tardard en volver a la configuracion
vertical?.

Encuentre la expresion para le respuesta de
estado estable x(t) del bloque si Y = 10 mm w
= 600 rad/s. ;Se adelanta o se atrasa x(t) al
desplazamiento impuesto Y(t)?.

y(f) =Y sen &t
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32.

33.

34.

La barra uniforme de masa m esta en equilibrio
en la posicion horizontal. (a) Deduzca la
ecuacion diferencial de movimiento para
pequefias oscilaciones de la barra. (b)
Determine la razén de amortiguamiento si m =
16 kg; ¢, = 30 N.s/m; ¢, = 20 N.s/m;y k = 90
N/m.

La plataforma, soportada por un pasador en B 'y
un muelle en C, estd en equilibrio en la
posicibn que se muestra. Cuando el
amortiguador viscoso situado en A se
desconecta, la frecuencia del sistema para
pequefias oscilaciones es 2,52 Hz. Determine el
coeficiente de amortiguamiento ¢ que
amortiguara criticamente al sistema.

Una masa de 4 kg pende en un plano vertical
como se ve en la figura. El resorte se halla
sometido a traccién en todo momento y las
poleas son pequefias y sin friccién. Si se
desplaza la masa 15 mm por encima de su
posicion de equilibrio y se suelta dandole una
velocidad hacia debajo de 0,75 m/s cuando t =
0, determine: (a) La ecuacion diferencial que
rige al movimiento, (b) El periodo de la
vibracion resultante y ( ¢ ) la posicién de la
masa en funcion del tiempo.

4

=1,5kN/m

?
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35.

36.

37.

Una masa de 2 kg pende, en el plano vertical,
de dos muelles, como se muestra en la figura.
Si se desplaza la masa 5 mm por debajo de su
posicién de equilibrio y se suelta dandole una
velocidad hacia arriba de 20 mm/s cuando t =
0, determine: (a) la ecuacién diferencial que
rige al movimiento; (b) El periodo de la
vibracion resultante; (c) la posicion de la masa
en funcion del tiempo.

Los dos bloques de la figura penden, en un
plano vertical, de una barra de masa
despreciable que est4 horizontal en la posicidn
de equilibrio. Si a = 15 cm y se suponen
oscilaciones de pequefia amplitud, determine:
(a) La ecuacidn diferencial del movimiento; (b)
La razén de amortiguamiento; (c) El tipo de
movimiento ; (d) El periodo de la vibracion
resultante (si procede) y (c) El valor de a para
el amortiguamiento critico

El bloque de 25 N de peso de la figura se
desliza por una superficie horizontal sin
friccion mientras que el que pesa 15 N pende
en un plano vertical. La barra ABC tiene una
masa despreciable y en la posicion de
equilibrio tiene su brazo AB horizontal. Si ¢ =
250 N.s/m y se supone oscilaciones pequefias,
determine: : (a) La ecuacion diferencial del
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movimiento; (b) La raz6n de amortiguamiento;
(c) El tipo de movimiento ; (d) El periodo de la
vibracion resultante (si procede) y (c) El valor
de a para el amortiguamiento critico

38.

39.

40.

La barra rigida en forma de T y de masa
despreciable mostrada en la figura gira en un
plano vertical alrededor de un eje horizontal
que pasa por e punto O. El equilibrio del
sistema se perturba girando la barra y
liberandola del reposo. Calcule la frecuencia
amortiguada y la razén entre los ciclos primer y

tercero.
) .
¢ =15Ns/m. k =230 N/m
777789
= H—

(3 !
k= k = -
70N/m 200 N/m
7 7 m

‘ 0,6

El sistema de la figura estd compuesto por el
cuerpo W de 45 kg, un resorte cuya constante
es 650 N/m y un amortiguador viscoso cuyo
coeficiente es 200 N.s/m. Determine el
coeficiente de amortiguamiento critico y el
decremento logaritmico.

La masa del cuerpo en forma de T del sistema
de la figura es despreciable y la masa del
cuerpo B es de 30 kg, el modulo del resorte es
1200 N/m vy el coeficiente de amortiguamiento
es 270N.s/m. El sistema esta en equilibrio AB
se encuentra horizontal. Suponga que b = ¢ =
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41.

42.

43.

44,

0,6 m y calcule, para el movimiento que se
produce al perturbar el equilibrio, (a) El tipo de
movimiento que se desarrolla, (b) La
frecuencia de la oscilacion si procede y (c) La
razén de amortiguamiento.

Una barra uniforme de 1,6 kg esta articulada en
O y sujeta en A por un muelle y en B esta
unida a un amortiguador. Halle: (a) La
ecuacion diferencial del movimiento para
pequefias oscilaciones, (b) El angulo que forma
la barra con la horizontal 5 segundos después
de empujar la barra 23 mm hacia abajo y
soltarla.

150

mm 450 mm
0

A Gm ey Q) B

%“ :

< k=73 N/m c¢=2,2N-s/m

<,
_&n
Se quiere determinar el coeficiente de

amortiguamiento ¢ de un amortiguador
observando la oscilacion de un bloque de 50N
de peso que pende de él segiin se muestra en la
figura. Cuando se tira hacia abajo el blogue y
se suelta, se observa que la amplitud de la
vibracion resultante disminuye de 125 mm a 75
mm en 20 ciclos de oscilacion. Determine el
valor de c si los 20 ciclos se completan en 5 s.

Una barra esbelta uniforme de 2 kg y 500 mm
de longitud gira alrededor del pivote exento de
friccion situado en B, como se muestra en la
figura. En la posicién de equilibrio la barra es
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45.

—\WW

horizontal. Determine: determine: (a) La
ecuacion diferencial del movimiento; (b) La
razén de amortiguamiento; (c) El tipo de
movimiento ; (d) El periodo de la vibracion
resultante (si procede) y (c) El valor de a para
el amortiguamiento critico

Las dos masas mostradas en la figura se
deslizan por superficies sin friccién. En la
posicién de equilibrio la barra ABC esta
vertical, siendo despreciable la masa. Si a =
100 mm y se suponen oscilaciones de pequefia
amplitud, determine: (a) La razon de
amortiguamiento; (b) El tipo de movimiento;
(c) La frecuencia y el periodo del movimiento
(si procede) y (d) El valor de a que da
amortiguamiento critico.

2 kN/m

600 N-s/m

=

£

2.6.3 Vibraciones forzadas.

46.

El sistema mostrado esta compuesto por un
cuerpo W de 4 kg y dos resortes de constantes
desplazamiento de E es armonico y esti dado
por ye =1,2 cos2t, donde ye y t se expresan en
metros y  segundos,  respectivamente.
Determine la amplitud de la vibracion estable
de W.
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47. En la figura se muestra la forma como se
sustenta a una esferita de 25 kg. La masa de la
barra es despreciable y la constante del resorte
es k = 400 N/m. EI movimiento del rodillo E es
armonico y esta dado por yg =12 cos7t, donde
Ve Yy t se expresan en milimetros y segundos,
respectivamente. Obtenga la solucion estable
que describe el movimiento de B.

k E
600 mm
0 &
& C300 oy
B

48. El movimiento del blogue E de la figura es
armoénico y lo define la ecuacién yg =0,15
senl0t, donde ye y t se expresan en metros y
segundos, respectivamente. La constante de R;
es 150 N/m y la constante de R, es 250 N/m.
Se considera despreciable la masa de las barras
que soportan al cuerpo W de 15 kg. Halle la
solucién estable que describe el movimiento

del sistema.
1,2™

49. El sistema representado en la figura se ajusta
para que se encuentre en equilibrio cuando AB
esté horizontal y xg sea igual a cero. La masa
del cuerpo B es 25 kg, la constante del resorte
es 1200 N/m y el valor del coeficiente de
amortiguamiento es ¢ = 300 nN.s/m. La
posicién del punto E varia de acuerdo con la
ecuacion xg =0,125 sen 5t, donde xg y t se
expresan en  metros y  segundos,
respectivamente. Determine la amplitud del
movimiento de B y su velocidad maxima.
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Xg
|

p)

E

|

-¢— —

1,2™

50. Las dos masas de la figura se deslizan por
superficies horizontales lisas. La barra ABC es
de masa despreciable y estd vertical en la
posicidn de equilibrio. Si al punto D de la barra
se aplica una fuerza P(t) = 50 senQt N,
determine la maxima amplitud de la oscilacién
estacionaria del blogue de 10 kg.

x(8)

80 mm {50 sen QtN

51. Hallar la amplitud X del movimiento
estacionario de la masa de 10 kg si (a) ¢ = 500
N.s/my (b) c=0.

F =1000 cos 120t N

52. El carro de 30 kg estad sometido a la accion de
una fuerza arénica como se indica. Si ¢ = 0,
determine los limites permitidos a la pulsacién
excitadora o de modo que la amplitud de la
respuesta estacionaria sea inferior a 75 mm.

F=25cos wt N

 E—
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53. El

54. El

elemento de fijacibn B recibe un
movimiento horizontal xg = b cos «t. deducir
la ecuacion del movimiento de a masa m y
determine la pulsacion critica para la cual las
oscilaciones se vuelven extremadamente
grandes.

| 1xg="b cos wt

recibe

elemento de fijacion B
movimiento horizontal xg = b cos «t. deducir
la ecuacion del movimiento de a masa m y
determine la pulsacion critica para la cual las

un

extremadamente
razén de

vuelven
también la

oscilaciones se
grandes. Halle
amortiguamiento.

| |xp = b cos of

55. El cuerpo W de 30 kg mostrado en la figura se

une a la pared mediante los resortes R; z
R,cuzos moédulos son 1 kN/m y 400 N/m,
respectivamente. La fuerza F expresada en
newtons varia con la ley F = 10 sen 2t, donde t
es el tiempo en segundos. (a) obtenga la
solucidn estable que describe el movimiento de
W, (b) Determine la velocidad maxima de W.

R, R, F

Wr——>

56. La barra uniforme de masa m y longitud L

tiene un eje de oscilacién en su centro. E
resorte de constante k de la izquierda estd
sujeto a una superficie inmdvil, pero el de la
derecha, también de constante k, lo estd a un
soporte sometido a un movimiento armonico
dado por yg = b sen «t. halla la pulsacion
excitadora de resonancia.
I

L I
3 2

o
e

|
)]
[

z

yp=bsen wf_
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57.

58.

59.

El motor de 3 kg descansa sobre un resorte (k =
150 kN/m) y un amortiguador (c = 120 N. s/m)
segun se indica en la figura. En el borde de la
polea del motor (e = 25 cm) esta fija una
pequefia masa (m = 0,5 kg). Determine la
maxima amplitud de la vibracion forzada
resultante del motor.

El blogue que pesa 12 N se desliza por una
superficie sin friccion tal como se indica en la
figura. El resorte tiene una longitud natural

cuando la barra AB estd vertical y BC
horizontal. Las masas de las barras son
despreciables. Suponiendo pequefias

oscilaciones, determine: (@) ElI dominio de
pulsaciones Q para el cual el movimiento
angular estacionario de la barra AB es inferior
a+5° (b) La posicion del blogque en funcion del
tiempo si se desplaza 5 cm hacia la derecha y

se suelta a partir del reposo cuandot =0y Q=
25 rad/s.

—x—
B 120 N 100 sen Qi
T_ O) e e
30 ]cm i S
+ 5 W—
30 cm 7,5kN/m [~

\ .
+ e Ed—
30cm 600N -s/m | ..

14 Eﬁ :

Los dos bloques de la figura penden en un
plano wvertical, de una barra de masa
despreciable que esta horizontal en la posicion
de equilibrio. Si se le aplica al punto D de la
barra una fuerza hacia arriba (P = 20 sen Qt) N,
determine: (a) La méaxima amplitud de la
oscilacion estacionaria del bloque de 50 N; (el
dominio de pulsaciones Q que hay que evitar
para que la amplitud de la oscilacion del bloque
de 50 N no supere los 37,5 mm.
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60. La polea cilindrica maciza y homogénea tiene
una masa m; y un radio r. Si el pnto de fijacion
B estd sometido al desplazamiento armonico
indicado, escribir la ecuacion diferencial del
movimiento del sistema en funcion de la
variable x. La cuerda que enlaza la masa m; al
resorte superior no reshala en la polea.

xp="b cos of

i ==

61. (a) Deduzca la ecuacion diferencial de
movimiento para el sistema que se muestra. (b)
Determine la amplitud de la vibracién de
estado estable y el angulo por el que x se atrasa
aysim=6Kkg, k=8KkN/m,c=40N.s/m,Y =
80 mm y ® =30 rad/s.

y(f) = Y sen wt

T—-x(t)

k
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